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EINLEITUNG 



PßOJEKTlVlSCHE GEOMETRIE DER EBENE. 



EIN lEHEBOCII FÜR HÖHBBE LEHRASSTALTES 
ÜSD FÜR DEN SELBSTÜNTEREICHI. 



NACH DEN VOETRlGEN DES HERRN 0. KÜPPER 



Db. KARL BOBEK. 



LEIPZIG, 

DRUCK UND VERLAG VON B. G. TEUBNER. 
18B9. 
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Vorwort. 

Das vorliegende Buch ist eine Bearbeitnng der Vorträge, 
welche Herr Professor C. Küpper seit dein Jaire 1867 an 
der Prager teelinisehen Hochschule über Geometrie der Lage 
gehalten hat. 

Diesem Gegenstände iat am genannten Institute blos eine 
Stunde wöchentlich zugewiesen, und die Vorträge mussfcen 
demgemäss so eingerichtet werden, dass sie trotz der knapp 
hemessenen Zeit den Techniker in das Gebiet der projekti- 
vischen Geometrie einführen. Aber auch den Lehramtsean- 
didaten sollten sie die Grundlage für das weitere Studium 
der Geometrie liefern, da an der Hochschule keine besondere 
Abtheilung für dieselben besteht. Es wurden daher die Con- 
struktionen, sowie die Sätze in möglichst coneiser Weise 
zusammengefasst und so dargestellt, dass sie für reelle sowie 
für imaginäre Elemente gleiche Geltung behalten, wodurch 
der so häufig auftretende und nicht gerechtfertigte Unter- 
schied zwischen dem Imaginären und Reellen, wenigstens in 
den Elementen, vollständig verschwindet. 

Bei den Vorträgen war es üblich, dass nicht der ganze 
im vorliegenden Buche enthaltene Stoff jährlich erschöpft 
wurde, sondern dass je nachdem Zeit und Umstände es ver- 
langten, abwechselnd einzelne Theile der letzten drei Kapitel 
weggelassen wurden. 

Der Verfasser war bestrebt, die Strenge und Klarheit 
der Vorträge, unbeschadet ihrer Kürze, wiederzugeben. Bei 
dem Studium können der § 7 des III. Kapitels und ebenso 
alle auf die metrischen Eigenschaften der Kegelschnitte Bezug 
habenden Paragraphen, ohne Kachtheil für das Folgende, 
weggelassen werden. Die letzteren dürften aber als Be- 
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IV Vorwoct. 

rühruiigspuBkte mit der analytischen Geometrie, wie sie an 
den Mittelschulen gelehrt wird, dem Studierenden immerhin 
sehr erwünscht sein. Sollten die Curven dritter Ordnung im 
VIII. Kapitel zu knapp behandelt erscheinen, so möge hier 
hesonders hervorgehoben werden, dass es nicht beabsichtigt 
iai, daselbst eine Einleitung in die Theorie dieser Curven zu 
geben; ea soll nur zum weiteren Studium angeregt werden, 
was wol am Besten dadurch zu erreichen ist, dass der Ler- 
nende gezwungen wird, über das Gelesene nachzudenken. Ea 
sei in dieser Beziehung besonders auf den § 4 dieses Zapitela 
hingewiesen, in welchem eine vollständig geometriache Be- 
gründung der Polarentheorie für die Curven dritter Ordnung 
gegeben wird. 

Prag, Oktober 1889. 
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I. Kapitel. 
üeflnitionen. — Projcktivität. — Involution. 

§ 1. Definitionen. 
Definition 1. Die Gesammtheit der Punkte und Geraden 
einer Ebene nennt man ein ebenes System. Die Ebene selbst 
heißst Träger des ebenen Systems. 

3. Die Gesammtheit der Punkte einer Geraden beisst 
gerades Gebilde. Die Gerade selbst wird Träger des geraden 
Gebildes genannt. Die Punkte heissen auch Elemente des 
geraden Gebildes. 

S. Die Gesammtheit der Strahlen, die durch einen Punkt 
in einer Ebene gehen, heisst StraMenhüsehel , der Punkt selbst 
wird als Träger oder Scheitel des Strahlenbiischels bezeichnet. 
Die Strahlen heissen auch Elemente des Strahlenbiischels, 

4. Die Gesammtheit der Ebenen, welche durch eine Ge- 
rade gehen, nennt man Ebenenbüschel, die Gerade wird Trägm- 
dieses Büschels oder Axe desselben genannt. Die Ebenen 
heissen auch Elemente des Ebeaenböachels. 

5. Ein Strahlenbttschel schneidet jede Gerade seiner 
Hbeue, die nicht durch seinen Scheitel geht, in einem ge- 
raden Gebilde. Dieses heisst der Schnitt des Strahlenbüschels 
mit der Geraden. 

6. Ein gerades Gebilde wird aus einem beliebigen 
Punkte, der nicht auf dem Träger desselben liegt, durch 
einen Strahl enbüsehel projicirt. Der Strahl enbtisehel wird die 
Projektion oder der Sdiein des geraden Gebildes genannt. 

7. Jede Ebene wird von einem Ebenenbüschel, dem sie 
nicht angehört, in einem Strahlenbüschel geschnitten, dessen 
Scheitel der Schnittpunkt der Äxe mit der Ebene ist. Hieraus 
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2 1. § l. DefiDitionen. 

folgt, <lass jede Gerade, welche die Axe des Ebeneiibüseliels 
nicht schneidet, von diesem in einem geraden Gebilde ge- 
schnitten wird. Der Strahlenbüschel resp. das gerade Gebilde 
heisst Schnitt des Ebenenbüschels. 

8. Umgekehrt wird jedes gerade Gebilde aus einer Axe, 
die den Träger jenes nicht schneidet, durch einen Ebenen- 
büschel projicirt. Ebenso wird ein Strahlenbüschel aus einer 
Ase, die durch seinen Scheitel geht, aber nicht in seiner 
Ebene liegt, durch einen EbeneuhüscheJ projicirt. Der Ebenen- 
büschel heisst Projektion oder Schein des geraden Gebildes 
resp. des Strahlenbüschels. 

9. Sind zwei gerade Gebilde Schnitte desselben Strahlen- 
büschels, so sagt man, die geraden Gebilde liegen perspei:- 
iwis<A. Die Punkte, welche auf demselben Strahle liegen, 
mögen einander entsprechende oder homologe Punkte genannt 
werden. Die Beziehung, in welche die beiden geraden Ge- 
bilde durch die homologen Punkte zu einander gebracht 
werden, heisst Projektivität Man sagt die beiden geraden 
Gebilde sind in Anietrackt der homologen Punkte pr<yek- 
tivisch. 

Man beachte, dass im Schnittpunkte der obigen Träger 
der geraden Gebilde zwei homologe Punkte liegen. 

10. Sind zwei Strahlenbüschel Scheine desselben geraden 
Gebildes, so sagt man die Strahlenbüschel liegen perspektivisch. 
Die Strahlen, welche denselben Punkt des geraden Gebildes 
projiciren, mögen einander entsprechende oder homologe Strahlen 
hezssen. In Anbetracht der homologen Strahlen nennen wir die 
Strahlenbüschel prqjektivisch. 

Man beachte, dass in dem Strahle, welcher beide Scheitel 
der Büschel enthält, zwei homologe Strahlen liegen. 

11. Ein gerades Gebilde, welches der Schnitt eines 
Strahlenbüschels ist, heisst zum letzteren perspektivisch. Wird 
jedem Strahl des Büschels der Punkt des geraden Gebildes als 
homolog zugewiesen, welcher auf dem Strahle liegt, so heissen 
der Strahlenbüschel und das gerade Gebilde in Anbetracht der 
homologen Elemente projehtivisch. 

Die Definitionen der Projektivität für den Ebenenbüschel 
sind durch 7 und 9 oder 10 festgestellt. 
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I. § 3. Projektivität. 3 

12. Die Beziehung der Pi-ojektivitüt betvacliten wir als 
von der gegenseitigen Lage der Gebilde unabhängig. Wir 
erlauben uns eines oder beide Gebilde beliebig im Räume zu 
verschieben, ohne dass wir dadurch die Projektivität gestört 
ansehen, wenn wir nur dieselben Elemente, als einander zu- 
gewiesen, festhalten. 

§ 2. Sätze über projebtivieche Gebilde. 

Lelirsatz 1. Zwei projehtivische gerade Gebilde Mnnen 
stets in perspektivische Lage dadurch gehracht werden, dass man 
in den SchnitipunM beider Träger swei homologe Punkte ver- 
einigt. 

Seien die Geraden G und G' die Träger der geraden Ge- 
bilde \a,'b,c,d,. . .\ und | a', h', c',d' . . .\, welche auf den- 
selben von dem Strahlenbüschei {t), dessen Scheitel ( ist, aus- 
geschnitten werden, so dass a, a' \ i, ö'; c, c'; d,ä' . . . auf 
demselben Strahle liegen, und daher die geraden Gebilde auf 
G und (?', die wir mit | G \ und j Q' \ bezeichnen wollen, in 
Anbetracht dieser homologen Punkte projektivisch sind. Der 
obige Satz sagt nun aus, wie immer wir G und G' aneinan- 
der legen, sobald im Schnittpunkt beider zwei homologe 
Punkte vereinigt liegen, so liegen | G\ und \G'\ perspektivisch 
d. h. die Verbindungsgeraden homologer Punkte gehen durch 
einen festen Punkt. 

Denken wir uns das Gebilde G' so aus der Zeichenebcne fi 
in den Raum gelegt, dass der Punkt a' auf a fällt und die 
Punkte h', c'j d' . . . nach b^', c/, d/ gelangen, so lässt sich 
zeigen, dass bbi', cc^, dd^ . . . durch einen Punkt gehen. 
Denn ist @ zu G' durch a parallel gezogen und schnei- 
den tb, tc, Id . . . diese in 6, C, b, so sind die Geraden 
Ü/, cc/, bd/ ... zu einander parallel, wie aus der Propor- 
tionalität der Abschnitte auf @ und Gj folgt. Zieht man 
also aus t die Gerade T parallel zn diesen Strahlen, so ist 
dieselbe Äse des Ebeneubüschels, welcher die Punkte 
6/6, c/c, (Z,'b ■ . . gleichzeitig projicirt und dessen Ebenen 
daher G in den Punkten h, e, d . . . sehneiden. Ist mithin s 
der Schnittpunkt von 2' mit der Ebene der Geraden G und 
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I, § 2, Projektivität. 



G/ SO geheu die Strahlen h^h, c^c, d[d . . . alle durch s d. 1 
\G\ und |G/| liegen perapoktivisch. 




Folgerung 1. Beachreibt der Punkt a das gerade Ge- 
bilde I (?| in stetiger Weise, ohne den Sinn seiner Bewegung 
zu ändern, so beschreibt auch der homologe Punkt a das 
Gebilde | G' | in stetiger Weise, ohne seinen Sinn zu ändern. 
Es können nämlich | G | und ] G' \ als Schnitte eines Strahleu- 
büschels betrachtet werden, dessen Strahlen aa den Büschel 
in einem Sinne besehreiben, der sich nicht ändert, so lange 
der Sinn von » es nicht thut. 
ä. Seien j G \ und | G' | in perspektivischer Lage und t dus 

Perspektivitätseentrum, 9t der Strahl von ((), welcher in a und 
a' schneidet, so wird, wenn a das Gebilde auf G im Sinne 
des Pfeiles 1 beschreibt, a' das Gebilde auf G' im Sinne des 
Pfeiles 2 durchlaufen. Sei @ die durch i zu Cr gezogene Pa- 
rallele, welche G' in u schneiden möge. Je weiter der Punkt 
a auf G in der Richtung des Pfeiles 1 hinausrückfc, desto 
näher rückt offenbar a an u und wir wollen sagen der 
Punkt u entspricht dem Punkte m„ von G, in welchem % 
die G schneidet, supponircn also, dass G von der Parallelen 
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I. § 2. Ptojektivjtät. 5 

® io emem Punkte geschnitten wird, den wir den imcnälich 
fernen Tunkt von G nennen. 

Rückt nun a über u in demselben Sinne des Pfeiles 2 
weiter nach h', so wird 
der Strahl S wieder auf G 
den Punkt 6 ausschneiden 
und zwar durchläuft nun 
h das Gfebilde auf G noch 
fortwährend in demselben 
Sinne. Durch die An- 
nahme desPunktes Whistes 
also möglich, das Gebilde 
auf G von einem Punkte 
a ganz beschreiben zu las- 
sen, ohne dass er seinen ■^"*'' "' 
Sinn ändert, das Gebilde auf G ist also ein vollständig zu- 
sammenhängendes. 

Schneidet die Gerade W parallel zu Cr' die G in v, so 
ist offenbar v der homologe Punkt des unendlich fernen 
Punktes v'^ von G'. 

Durch die obige Festsetzung haben wir jeder Geraden 
einen unendlich fernen Punkt zugeschrieben, in welchem sie 
von allen zu ihr parallelen Geraden geschnitten wird. Wir 
wollen diesen Punkt auch die Bichhing der Geraden nennen 
und die Geraden der Ebene, welche dieselbe Richtung haben, 
als einen Paralldstrakletthüschsl bezeichnen. 

Anmerkimg. Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke avt 
und tu'a' der Figur 2 folgt 

va . na = vt . u't (1) 

d. h. das Produkt va . u'a' hat einen constanten Weit, wenn 
a, a zwei projektivische gerade Gebilde durchlaufen, in denen^ 
und n' den unendlich fernen Punkten «'^ und m^ entsprechen. 

3. Zwei projektivische gerade Gebilde liegen stets per- 
spektivisch, sobald im Schnittpunkte ihrer Träger zwei ho- 
mologe Punkte vereinigt liegen. 

3. Sollen zwei gerade Gebilde projektivisch gemacht 
werden, so kann man drei Punkten des einen drei beliebige 
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6 J, § 2. Projettivitat. 

Punkte des anderen zuweisen, wodurch dann die Projektivität 
vollständig bestimmt ist. 

Denn aollen den Punkten a, i, c von G die Punkte 
a, b', e von G' in irgend einer Projektivität entsprechen, 
so lege man (?' so an G, dass a mit a zusammenfällt, 
■während hh' , cc' sieh in t schneiden mögen. Dann müssen 
die geraden Gebilde auf G und G' perspektivisch liegen, und 
t ist ihr Perspektivitätscentrum , also schneiden die Strahlen 
durch t auf G und G' homologe Punkte projektivischer Ge- 
bilde aus, in denen a, h, c und a, h', c' einander entsprechen. 
Die Projektivität der geraden Gebilde ist also vollständig 
bestimmt. 

Es könnte speciell geschehen, dass &ö' zu cc parallel 
wäi^e, dann muss jede Gerade, welche homologe Punkte von 
G und Cr' mit einander verbindet, zu hV parallel sein. Denn 
würde dd' dieselbe in t schneiden, so wäre t das Perspekti- 
vitätscentrum, also mösste auch cc' durch t gehen. Der Pa- 
rallelstrahlenbüschel von der Bichtung hb' schneidet also dann 
auf G und G' die homologen Punkte der projektivischen ge- 
raden Gebilde aus. In den projektivischen Gebilden ent- 
sprechen einander die unendlich fernen Punkte. Die obige 
Relation (1) nimmt die Form: 

(2) ^. = Const. 

an, wie aus den ähnlichen Dreiecken ahh', acc', add', . . . 
ohne Weiteres folgt. 

Umgekehrt sind zwei gerade Gebilde so projektiv! seh 
auf einander bezogen, dass die unendlich fernen Punkte ho- 
molog sind, und werden dieselben in perspektivische Lage 
gebracht, ohne dasa ihre Träger einander parallel sind, dann 
müssen die "Verbindungsgeraden homologer Punkte zu einan- 
der parallel sein und es findet mithin die Beziehung (2) statt. 
Legt man aber die Geraden, welche die projektivischen ge- 
raden Gebilde tragen, zu einander parallel, dann gehen die 
Verbindungslinien homologer Punkte i.A. durch einen im 
Endhchen gelegenen Punkt t. 

Derartig auf einander bezogene gerade Gebilde nennt man 
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ähnlich. lu dem speciellen Falle, dass &c = ö'e' ist, d. h. 
die Const. = 1 iu der Beziehung (2) wird, heisaen die Ge- 
bilde coiigruent. Legt man die Geraden, welche sie tragen, zu 
einander parallel, so sind die Verbindungsgeraden homologer 
Punkte zu einander parallel, der obige Punkt ( liegt auch im 
Unendlichen. 

Cojigruente und ähnliche gerade Gebilde sind also spe- 
cielle projektivische gerade Gebilde. 

Als Zeichen der Projektivitat wird das Zeichen 7\ ge- 
wählt. So dass I abcd . . . | A | a'b'c'd' . . . | heisscn soll: das 
gerade Gebilde | ahcd . . . | ist projektivisch zum geraden Ge- 
bilde \a'b'c'd' . . .\. Homologe Punkte sind solche, die an 
derselben Stelle von links nach rechts gerechnet stehen. 

Lehrsatz 2. Sat inrni stvei projektivische gerade Gebilde 
\abcd...\ und \a'b'c'd' . . .\ auf demselben Träger Cr, von 
welchen mvd entapredtende Elemente in einem Funkte des Trägers 
a= a' coincidiren, so gibt es noch dnen meiten Punkt x = x', 
in welchem swei homologe Funkte sich decken. 

Wir wollen solche sich deckende homologe Elemente 
projektivisch er Gebilde Deckelemente nennen. 

Denkt man das gerade Gebilde \a'h'cd' ...] unter Fest- r 
haltnng des Punktes CT = a' nm irgend einen Winkel nach 



G( gedreht, so dass seine Lage G^ | a'&,'<'i''^i' • ■ ■ | wird, 
so gehen die Geraden &?>/, cc^, dd^ . . . durch einen fest«n 
Punkt t der Ebene. Zieht man durch t den Strahl, welcher 
auf der Winkel halb ir enden des obigen Drehungswinkela senk- 
recht steht, so schneidet er (?/ in x^ und (7 in x, so dass 
axi = ax wird, dass also bei der Rückdrehung von G{ in 
G' der Punkt x' mit x eoineidirt. 
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8 I. § 2. Projektivität. 

Es könnte geschehen, dass die Senkeechte auf die Win- 
kelhalbirende durch den Punkt a ginge, so dass x und x^ 
in a fallen, dann ist a als ein doppeltes Deckelement an- 
zusehen. 

Lehrsatz 3. Liegen zwei projektivische gerade Qebüde auf 
demselben Träger & und geschieht es dreimcd, dass ein TitnM 
mit seinem homologen svsamm^nßUt, so cdinddirt jeder Fvmkt 
mit seinem homologen, oder die beiden geraden Gebilde siitd 
identisch (congruent). 
1 Denn dreht man das eine Gebilde G' um den Punkt a=^a' 

in die Lage G,' Iß'VV'^i' I j ^^ werden, da 

ah = ab/ ac = ac,', ad = ad/ . . . 

ist, die Geraden b\', cCj, dd^ . . . 

parallel und senkrecht zur Halbi- 

rungslinie des Drehungs winkele, also 

schneidet jeder Stral dieses Parallel- 

strahlenbüschels die Cr und Gi in den 

Punkten x und x^' so, dass ax'=axi' 

ist, dass also bei der Rückdrehung 

^'8 i- X mit x' coincidirt. 

rolgemng 1 . Zwei projeMviscke gerade Gebilde auf demr 

selb&n Träger 'könnei% höchstens mvd Beelcpnnkte haben, wenn 

sie nicht identisch sein sollen. 

Hieraus folgt auch, dass die zum Beweise des Lehr- 
satzes 2 gemachte Construktioii unabhängig vom Drehungs- 
winkel stets denselben Punkt x =^ x' liefern muss. 

Lehrsatz 4. Sind swei gerade Gebilde einem dritten pro- 
jektivisch, so sind sie amh unter eimander projekHmsch. 
5. Denn sei das gerade Gebilde \abcd...\ projektiviach 

zu I a6 tb . . . I und dieses zu \ a'b'c'd' . . .\, so lege man die 
Träger G, ®, G' derselben so im Räume aneinander, dass 
sie die Kanten einer dreiseitigen körperliehen Ecke bilden, 
in deren Scheitel die drei Punkte a, a, a' vereinigt liegen. 
Zu Folge des Lehrsatzes 1 Hegen daher ] G\ und j@|, sowie 
auch [@| und \G'\, perspektivisch. Es geben mithin die 
Geraden bb, et, di . . . durch einen Punkt s und die Geraden 
W, cc', hä' . . . durch einen Punkt s'. Die Gerade ss' ist 
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I. § 2. Pi'ojektivitiit. 9 

mitbin die Axe eiaes Ebenenbüschelaj dessen Ebenen durch 
je drei der Punkte hhb', ccc', d\)d' . . . gehen und dieser 
sehneidet daher die Ebene der Geraden (? und G' in einem 




Punkte t, durch den die Stralen bb', co', dd' ^. . gehen 
müssen, also liegen \G\ und [ (?' | perspektivisch. 

Homologe Punkte von ] 6 \ und ] G' \ sind solche, welche 
demselben Elemente von @ entsprechen. 

Lehrsatz Ö. Ztoei perspektivisch liegende Slrahlmbüsehel 
(t') schneidm ewei Gerade G unä G' ihrer Ebene in projeltU- 
vis^wn Pmtktreihen. 

Denn {f) und {t') sind Scheine eines und desselben ge- 
raden Gebildes @ und diesem sind \G\ imd \G'\ projekti- 
viach, da I ® I und | G \ perspektivisch in Bezug auf (() und 
I @i I und I G' I perspektivisch in Bezug auf {t') liegen. 

Nach dem Lehrsatze 4 sind dann auch |G| und \G' \ 
projektivisch und zwar sind homologe Punkte diejenigen, 
welche Projektionen desselben Punktes von © sind. 

Die Träger von \G\ und \0'\ können auch coincidiren. 

Lehrsatz 6. Zwei StrahlenbUschel, welche gwei 'su einan- 
der projekHvische Fiinktreihen prqjiciren, sind projektivisch. 

Offenbar wird der Beweis erbracht sein, wenn man die f 
beiden Strahlenhiisehel in perspektivische Lage bringen kann. 
Der StrahlenbUschel {t) möge das gerade Gebilde \a,'b,c,ä . . .\ 
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10 I. § 2. ProjeUivitat. 

von (r und (ß') das gerade Gebilde | a', b', c, d' . . .\ von G' 
projicireQ. Man denke nun (t) und G fest mit einander ver- 
bunden und so in der Ebene verschoben, dass der Strahl ta 
von (t) auf den Strahl t'a von {i') fällt, ohne dass t mit i' 
coincidirt. In dieser gegenseitigen Lage mögen sich die 




Strahlen tb und t'V in ■& und tc, t'c' in e schneiden. Die (ge- 
rade bt = @ wird nun von (t) und ((') in zu einander pro- 
jektivisehen Punktreihen geschnitten, wenn als homologe 
Punkte diejenigen betrachtet werden, die auf den Strahlen von 
(t) und (f) liegen, welche homologe Punkte von |G| und 
] G' I projieiren. 

Da nun die projektivischen geraden Gebilde auf ® drei 
Deckpunkte besitzen in 6, c und dem Schnittpunkte a von 
ta = i'a' mit @, so sind sie identisch, und je zwei homologe 
Strahlen von (f) und (t') müssen also denselben Punkt von @ 
enthalten, li. h. (() und (f) sind in perspektivischer Lage, sie 
waren daher ursprünglich projektiviseh, 

Folgerung 1. Zwei projektivische Strahlenbüsehel liegen 
stets perspektivisch, sobald in der Verbindungsgeraden ihrer 
Scheitel zwei homologe Strahlen liegen. 

Hiernach lassen sich die Sätze über projektivische gerade 
Gebilde auf projektivische Strahlenbüsehel einfach übertragen. 
Aus dem Lehrsatze 3 folgt z. B.: 
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Zwei concentriscbe zu einander projektivische Strableu- 
büscliel haben höclistens zwei Deciistrahlen, wenn sie iden- 
tisch sind. 

2. Zwei Strahlen, welche sich mit gleicher Wirjkelge- 
schwindigkeit um zwei feste Punkte t, t' drehen, beschreiben 
zwei zu einander projektivische Strahlenbüschel. Denken wir 
uns nun diese beiden Büschel (() und (i') in eine Ebene so 
gelegt, daas der iSinn der Drehung für beide Jet nämliche 
ist, und das3 der Strahl tt' eine gleichzeitige Lage des be- 
weglichen Strahles von {€) und ((') ist, so werden je zwei 
homologe Strahlen beider Büschel zu einander parallel. Da 
diese Büschel nach der Folgerung 1 zu einem und dem- 
selben geraden Gebilde perspektivisch liegen sollen, keiner 
der Schnittpunkte homologer Strahlen aber im Endlichen Hegt, 
so machen wir die Annahme, dass das gerade Gebilde, za 
welchem {t) und (t") perspektivisch liegen, im Unendlichen 
liege, oder dass die Ebene im Unendlickm ein gerades Ge- 
bilde ®^ besitze. Mit RücK^sicht auf das in der Folgerung 1 
zum Lehrsatz 1 über den unendlich fernen Punkt eines ge- 
raden Gebildes Gesagten folgt, dass die Ebene nur ein einziges 
unendlich fernes gerades Gebilde besitzt, welches die unendlich 
fernen Punkte der Strahlen des Büschels (ß) enthält, und zu dem 
je zwei congruente Strahlenbüschel perspektiTisch liegen, sobald 
in der ihre Scheitel verbindenden Geraden zwei entsprechende 
Strahlen coincidiren, und beide Büschel denselben Sinn haben. 

$, Die vorstehenden Sätze liefern folgenden für die Con- 
struktion projektivischer Gebilde wichtigen Satz: 

Ist in einer ielieUgen Heike von StraMmhüscheln und ge- 
raden Gebilden jedes mit dem folgenden in perspeJcUmsdier Lage, 
so sind je tswei Gebilde der ifeJÄe projektivisch. 

Aufgabe 1. Das gerade Gebilde G ist zu G' so pro- 
jektivisch bezogen', dass a, b, e von G die Punkte a', b', c' 
von G' entsprechen; es soll zu einem beliebigen Punkte d 
von G der homologe d' von G' construirt werden. 

Man nehme auf aa' irgend zwei Punkte t, t' beliebig i' 
an (nur nicht t in a oder t' in «'), ziehe tb und tc, welche 
von i'h' und t' c' in h resp. C getroffen werden. Die Strahlen 
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der Büschel (t) uad (t"), welche denselben Punkt b von 
© = bc projiciren, aehneiden dann auf G und G' homologe 
Punkte d, d' der projektiv! sehen geraden Gebilde aus. 
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ZiiBAtz. Nimmt man t in a und t' in a an, so möge 
die erhaltene Gerade ® VetvollständigtM^saxe heissen. Sehnei- 
det sie G in m und (?' in w', ao liegt offenbar m' und n im 
Schnittpunkte beider Träger G, G'. Hieraus folgt, dass die 
Vervollständig uugaaxe dieselbe bleibt, wenn man t in irgend 
einen Punkt x.' von G' und t' in den homologen Punkt x von 
G verlegt, oder: Sind x, x' und y, y' swei homologe Funhte- 
paare der projektivisckm Gebilde, so sehneiden sich xy' und x'y 
stets in einem Pivnkte j eimer festen Geraden @, welche die 
V&voUstimäigungsaxe der projelctivischen geraden Gebilde ist. 

Aufgabe 3. Es sind zwei projektivische Strahlenbüschel 
(f) und (t') gegeben, in denen den Strahlen A, B, C die Strahlen 
A', B', C entsprechen sollen, maji construire zu einem Strahle 
2) den homologen D'. 

Man lege durch den Schnittpunkt von A., A' irgend zwei 
Gerade T, 2", welche von den projekti via eben Strahlenbüscheln 
ia perspektivischen geraden Gebilden geschnitten werden, 
deren Perspektivitätscentrum g durch B, B' und C, C be- 
stimmt ist. 

Zuäiltz. Nimmt man T mit A' und T' mit A coi'nci- 
dirend au, so ist g der Schnittpunkt der Strahlen M und N\ 
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welche dem Strale M' = JV" entsprechen, der in ((' liegt; g 
bleibt also ungeändert, wenn an Stelle von A, A' irgend zwei 
homologe Strahlen Z, X' treten, und da diese von den ho- 
mologen Strahlen Y' und J"in homologen Punkten geschnitten 
werden, die mit g auf einer Geraden liegen, so folgt: Sinä 
X, X' und Y, Y' mm Paare hoinologer Strahlen der Büschel 
(t) und {i'), so geht die VerbmäungsUnie der Scfmittpunhle X . Y' 
und X' , Y durch einen festen Funkt, welcher das VervoUstän- 
digungscentrum der projekUvischen Strahlenbüschel keisst. 

§ 3. Die Involution. 
Legt man zwei projektivisehe gerade Gebilde 

ao auf einen Träger G, dass « und u' in denselben Punkt m 
zu liegen kommen, so bezeichnet man diese specielle Lage 
der projektivischen Gebilde als involiitorische. 

Das Charakteristische dieser Lage iat, dass dem Punkte 
m zu 1 (? I oder | G' \ gerechnet derselbe Punkt m'^ entspricht, 
das einemal zu \G'\, das anderemal zu|(?| gezählt. Dieses 
Verhalten zeigen aber auch irgend zwei einander entsprechende 
Punkte a, a' der Gebilde. Denn die in § 2 abgeleitete Re- 
lation ist: 

ma . ma' = Const. (3) 

und zeigt, dass wenn a als zu | G | gehörend mit h bezeichnet 
ist, für den homologen Punkt i' sich mft'= ma ergibt. Es i'i 
kann aber h' nicht auf die andere Seite von m fallen, auf der 
a nicht liegt. Denn beschreibt a das Gebilde \G\ im Sinne 
des Pfeiles 1, so wird 

a' das Gebilde \G'\ im ~^^ ' '=^ ""• ==^ 

Sinne des Pfeiles 2 be- ^^^- ^^^ 

schreiben, der, wenn m ^,^ ,t- ff 

zwischen aa' liegt, wie ^'~^ ^'i' "^ 

Fig. 8a, mit dem erste- ^'*'' '*''■ 

ren übereinstimmt; wenn m aber ausserhalb liegt, wie in 

Fig. 8 b, ihm entgegengesetzt ist, wie aus (3) folgt. Der Punkt ö 

beschreibt | G | in demselben Sinne, wie a', und da mi'^ ma 

ist und i', a zu verschiedenen Seiten von m liegen sollen, so 
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würde in Fig. 8a b' das Gebilde |ö'| entgegengesetzt dem 
Sinne von a' beschreiben, was nach § 2 Folgerung 1 Sßite 4 
unmöglich ist, da a und & das Gebilde | (? | in demselben Sinne 
beschreiben. In Fig. 8 b beschreiben aber a und 6 das Ge- 
bilde |G| im entgegengesetzten Sinne, während a' und h' es 
in demselben Sinne besehreihen würden, was nach § 2 wieder 
unzulässig ist. Es muss also b' mit a comcidiren. 

Man nennt dieses Entsprechen der Punkte a, a' ein in- 
vokitorisches und fasat die beiden conlocalen projekti vischen 
Gebilde uuter den Namen Involution zusammen und uennt 
zwei homologe Punkte der projekti vi sehen Gebilde ein Faar 
conjugirter Punkte der Involution. Der Punkt in heisst Mit- 
telpunkt der Involution, sein conjugirter ist der unendlich ferne 
Punkt des geraden Gebildes. 

Eine Punktin volution wird aus jedem Punkte der Ebene 
durch eine Si/rahleninvoluUon projieirb. 

Lehrsatz 1. Eine Strahleninvolution wird von jeder Ge- 
raden ® ihrer JEbene in einer FwnIcHnvölution geschnitten. 
n. Denn ist die Strahleuinvolution in (t) Projektion der In- 

volution auf G und zieht man durch t den Strahl 2t parallel 
KU @, so ist der Strahl 91', welcher a' projicirt, der conjugirte 




Strahl, und schneidet @ in dem Punkte iil, welcher ku m^ 
conjugirt ist, in welchem % die ® sehneidet. Da die Strahlen 
91, 2t' sieh involutorisch entsprechen (die Punkte a, a thun 
es ja), so entsprechen sich in und m^^ involutorisch, also haben 
die projektiv jschen Gebilde auf ® involutorische Lage. 

Folgerung. Sehneiden zwei eonloeale Strahlenhüschel 
eine Gerade ihrer Ebene in einer Involution, so bilden sie 
eine Strahlenin volution und schneiden daher jede Gerade der 
Ebene in einer Involution. 
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Lß]irsatz 3. Zwei projehUvische gerade Gebilde haben eine 
involutorische Lage, sobald irgend ein Paar Jiomologer FimMe 
a, a' sich involutoriseh mfeprecÄe«. 

Denn projicirt man die auf G liegendea projektiyisclie:! i^ 
Gebilde, in denen a, a' sich inyolutoriacli entsprechen, aas t 
auf eine Gerade @, die parallel zu ta ist, so ersieht man, 
dass ta' in dem Punkte m sehneidet, dessen homologer m^ 

..»/..__ 



ist, und da m, m^ sich involutoriseh entsprechen, so liegen 
die geraden Gebilde auf ®, also auch auf G, involutoriseh. 

Folgerung. Von einer Involution kann man zwei Paare 
entsprechender Elemente beliebig annehmen. 

Denn soll die Involution die Paare a, b und c, d haben, so 
braucht man nur zwei projektivische Gebilde so zu bestimmen, 
dass den Elementen a, &, c des einen b, a, d des anderen ent-spricht, 
was stets nach § 2 Folgerung 3 Seite 5 möglich ist, dann haben 
aber auch die Gebilde involutorische Lage und es muas daher 
\ahcd\7\ \l>aäe\ (4) 

sein, weil auch c, d einander involutoriseh entsprechen. 

Dies ist eine projektiviache Relation zwischen vier be- 
liebigen Punkten einer Geraden, die ganz ebenso zwischen 
vier Strahlen eines Büschels stattfindet und manchmal Ton 
Wichtigkeit ist. 

Die Vervollständigung der Involution kann nach § 2 ge- 
schehen. Der folgende Satz führt aber einfacher zum Ziele. 

Die sechs Geraden, welche vier Punkte der Ebene paar- 
weise verbinden, bilden ein vollständiges Viereck. Je zwei, 
die in keinem der vier Punkte sich schneiden, nennt man 
Gegenseiten. Es gibt daher drei Paar Gegenseiten im voll- 
ständigen Vierecke. 
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§ 3. löTOlution. 



Lehrsatz 3. Jede Gerade der Ebene schneidet die drei 
Faar Gegenseiten eines vollständigen Viereckes in drei Faaren 
einer Involution. (Deaargue'scher Satz, 1593—1662.) 
"■ Wird die Gerade G von dea drei Paar Gegenseiten des 

Viereckes 12 34 iü den Panktepaaren aa', hb', cc' ge- 
schnitten und bezeichnet man den Schnittpunkt von 13 mit 




24 durch S, so ergibt sich durch die Projektion v 
aus dem Pinikte 4 und 2 auf G, dass 

\ec'b'a' I 7\ | cc'ab\ 
und da uach (4) 

so folgt auch 

und da c, c' einand 



cc'h'a \ A I c'ca'b' |, 



thuii es 



\c'ca'h'\T\\cc'ab\ 
sr involutorisch entsprechen , i 
auch a, a' und b, h', w. z. b. w. 

Sind also von einer Involution die zwei Paare aa', hb' 
gegeben, so ist aus Fig. 10 ersichtlich, wie der jedem Punkte 
c entsprechende Punkt c' der Involution mit dem Lineal allein 
construirt wird. 

Durch zwei Punkte a, b wird eine Gerade in zwei Strecken 
getheilt, von denen die endliehe Strecke mit a . h, die andere, 
welche durch den unendlich fernen Punkt zusammenhängt, 
mit a : b bezeichnet werden mag. 
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Sind a, a ein Paar einer Involution auf der Geraden G, 
so kann der Mittelpunkt m derselben entweder in a .a oder 
in a:a liegen. 

a) Liegt der Punkt m innerhalb a .a , so liegt er auch 
innerhalb der endlichen Strecke, die irgend zwei homologe 
Punkte Xy x' der Involution begränzen. 

Denn denken wir uns den Punkt x von a ansgehend in f 
der Richtung des Pfeiles 1 die Gerade G beschreiben, so 
wird x' von a ausgehend die Gerade in der Biehtung des 
Pfeiles 2 besehreiben müssen, wie oben gezeigt wurde. 



Ueb ersehreit et x den Punkt m ohne die Bewegungariehtung 
zu ändern und rückt gegen a, so wird x' über den Punkt m^ 
gehen und ohne seine Bewegungsrichtung zu ändern dem 
Punkte a sich nähern. Wie man sieht entsprechen die auf 
der einen Seite von m liegenden Punkte den auf der andern 
Seite von m liegenden Punkten. Und hieraus ist klar, dass 
je zwei einander entsprechende Punkte den Punkt m in ihrer 
endlichen Strecke enthalten müssen. 

Die beiden projekti vi sehen Gebilde | Q \ und | (5' | auf (?, 
welche die Involution bilden, werden von den homologen 
Punkten in demselben Sinne durchlaufen und es fällt nie ein 
Punkt mit seinem homologen zusammen, da m stets in der 
endlichen Strecke zwischen den homologen Punkten liegen 
muss. Eine solche Involution möge eine elliptische genannt 
werden. 

b) Liegt der Mittelpunkt m ausserhalb der endlichen i^ 
Strecke a . a, so kann m nie in der Strecke x . x' hegen, 
wenn x, x' ein Paar dieser Involution ist, wie aas dem Vor- 
angehenden folgt. 



Bewegt sich nun x von n ausgehend durch u . a' gegen 
den Punkt a', so musa sich auih x von a' ausgehend durch 
weil sonst x' den Punkt m und m'^ 
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passiren müsste, was ßiclit stattfinden kann, da x in den 
Punkt m'^ nicht gelangt. Die Punkte x und x' beschreiben 
daher die Strecke a . a' im entgegengesetzten Sinne und 
müssen daher einmal aber auch nur einrnM einander begegnen. 
In einem solchen Punkte g = g' deckt sich also ein Punkt 
mit seinem homologen, g ist ein Declcpunki der involutoriach 
liegenden geraden Gebilde und nach § 2 muss noch ein 
zweiter Deckpnnkt h ^ h' auftreten. Dieser muss notwendig 
auf der anderen Seite von m liegen als der Punkt g, und wird 
von allen Paaren ib' eingeschlossen in ihrer endlichen Strecke 
6 , h', die nicht auf derselben Seite, wie a . a von m liegt. 
Beschreibt ein Punkt x das Gebilde | (9 1 in eiit&m be- 
stimmten Sinne, so beschreibt x' das Gebilde \ G' \ im ent- 
geg&ngesetzten Sinne und es geschieht zweimal, dass sich zwei 
homologe Punkte decken. Eine solche Involution nennen wir 
eine hyperbolische, sie hat zwei Deckpunkte. 

Eine l , , ,. , \ Punktinvolution wird aus jedem 
(hyperbolische J 

Punkte der Ebene durch eine 1, , ,. , l Strahleninvo- 
l hyperbolische J 

lution projicirt und diese schneidet jede Gerade der Ebene 

wieder in einer ! , , ,. , [ Punktinvolution, 
[ hyperbolischen J 

lehrsatz 4. In einer ellipUschen Involution wird jedes 
Paar entsprechender Elemente durch jedes andere getrennt. 

Denn liegt Fig. IIa der Punkt h innerhalb a . a', ao liegt 
notwendig 6' ausserhalb, und a a, h h' übersehneiden einan- 
der daher. Es ist unmöglich von a niuh a zu gelangen, ohne 
dabei b oder &' zu ubei schi eiten 

Lehrsatz 5. Tiennen emnndei Dgcnd «itei Paare einer 
Involution, so thun es äUe Paate, die Involution ist elliptisch, 
a. Denn seien auf G die Paare aa und &6 der Involution 

so beschaffen, dass a.a' von h .b' äbersehnitten wird, und 
t irgend ein Punkt der Ebene, so ziehe man ® parallel ku 
zu ta und projicire a, h, V aus t auf @ nach a, 6, 6', tlann ist a 
der Mittelpunkt der Involution auf @ und liegt innerhalb b . b'. 

Folgemög. In einer hyperbolischen Involution trennejt 
einander Iceine zwei Paare, und gibt es in ei^ier Involution irgend 
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swei Paare, die einander nicht trennen, so ist diese notwendig 
hyperbolisch. 

Sinti aa' und hh' zwei Paare einer hyperbolischen 
Punktinvoiütion auf G, so können die Ströcken a . a und 
h . b' entweder ganz ausserhalb einander liegen, oder die 



eine liegt ganz innerhalb der anderen. Im ersten Falle liegt 
in jeder der Strecken a . a', sowie h . b' ein Deckpunkt, im 
letzten liegt ein Deckpnnkt innerhalb beider, der andere ausser- 
halb beider. Für Strahlenhüschel treten ähnliehe Betrachtungen 
ein, wo an Steile der Strecken nur Winkelräunie treten. 

Iielirsatz 6. Hat man vier Tunkte a, b, c, d einer Ge- 
raden, so hestimmen dieselben drei IwooktUonen, indem man die 
PmiMe m sechs Paaren atiordnen Tcann, von denen je zwei Paa^e 
eine Involution indiviäualisirm. Von diesen IfwoluUonen ist stets 
eine elUptisdt und swei sind hyperbolisch, 

Ea mögen die Punkte auf G in der Reihe ah cd auf 
einander folgen, dann ist die Involution, deren Paare ac nnd 
id sind, nach dem Lehrsätze 5 notwendig elliptisch, und die 
Involutionen, deren PaEire ab, cd oder ad, bc sind, sind nach 
der Folgerung zu diesem Lehrsätze hyperbolisch. 

Es ist wol überflüssig zu erwähnen, dass der Satz auch 
von vier Strahlen eines Büschels gilt. 

Eine hyperbolische Involation ist durch die Deckelemeute 
derselben vollständig bestimmt, da diese zwei Paare dar- 
stellen. Die entsprechenden Punkte lassen sich nach dem 
Desargue' sehen Satze leicht consfcruiren. 

Seien in g, h die Deckpunkte der Involution auf G ge- f. 
geben nnd es soll zu c der conjugirte Punkt e' construirfc 
werden, so ziehe man durch c eine beliebige Gerade, nehme 
anf ihr zwei Punkte 2 und 4 an und verbinde dieselben mit 
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g und h. Die Geraden treffen einander in 1 und 3 und die 
Gerade 13 sehneidet G in dem Punkte c'. Denn ist i der 
Schnittpunlit von 13 mit 24, so folgt wegen der Projektion aus 2 : 

(^Äcc')A (13cc') 
und wegen der Projektion aus 4; 

(ISc^/) A {hgcc") A {f/hc'c) 




nach der projekti vi sehen Rektion (4) auf Seite 15. Daher ist 
auch 

{ijhcc') A (^Äc'c) 
d. h. g, h sind seibat entsprechende Punkte in der Involution, 
deren Paar cc' ist, 

Defliiitioii. Jedes Paar einer hyperbolischen Involution 
trennt die Deckelemente derselben harmonisch. 

Lelirsatz 7. Wird g, h von c, c harmonisch getrennt, so 
ist auch c, c' von g, h harmonisch getrennt. 

Denn ist g, h von c, c harmonisch getrennt, so heisst 
dies, es ist 

{ghcc') 7\ {ghc'c), 
also nach der projekfci vischen Relation (4) auf Seite lö 

{ghcc) A (hgcc') 
d. h. c, c' sind die Deckpunkte einer Involution, in der g, h ein 
Paar ist. 

Wir wollen solche vier Punkte a, b, c, ä, wo ah von cd 
harmonisch getrennt wird, also auch cd von ab harmonisch 
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getrennt ist, ein liarinonisdtes Quadnqid nennen und mit 
[achdj bezeichnen, 

Em liarmoniachea Punktquajärupel wird aus jedem Punkte 
t der Ebene durch ein harmonisches Strahlenquadrupel pro- 
jiciit, und dieses schneidet jede Gerade wieder in einem harmo- 
ni'.chen Punktquadrupel. Zwei harmonische Quadrupel sind 
einander stets projektivisch. 

Die Fig. 13 zeigt gleichzeitig die Construktion des Strahles 
C, welcher C^ 24 von A = 21 und B ^ 2S harmonisch 
trennt, es ist dieses nämlich der Strahl 2 c' = C. 

Folgerung. Trennen einander die Strecken a . l und c , d 
nicht, so existirt immer ein Punktepaar g, h, welches sowol 
ab als cd harmonisch trennt. 

Anmerknug. Ist d der unendlich ferne Punkt von G, 
so liegt c in der Mitte von a.h, wenn [acbd^] ein harmo- 
nisches Quadrupel ist. 

Denn soll zu a der Punkt i construirt werden, der c und i'. 
d^ harmonisch trennt, so hat man nur die Construktion der 
Fig. 13 zu wiederholen; dann zeigt aber Fig. 14, dass 
ac = cb ist, da 1 2 34 ein Parallelogramm wird, wenn man 
2a ^ a4 macht. 



,^.„. 



Da cille Punktepaare, wekhe «, h harmonisch trennen, 
die In^olutlon bilden, deren Deckpunkte a, b siud, und deren 
Mitte dem unendlich feinen Punkte des geraden Gebildes ent- 
spricht, so folgt aus dem Obigen: Die Beclt^nrüitc einer hy- 
perholisckm Involutton liegen in gleichen Abständen sn beiden 
Seiten dfr Mitte der Involution 

Dieas fohlt zu emei andern Construktion von vier har- 
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r nicht mit dem Lineal allein ans 
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mouischen Strahloii, die a 

führbar ist. 
5. Soll zu den Strahlen A, B derjenige Strahl I) cocstmirt wer- 

den, der Cyon ihnen harmonisch trennt, 
so hat man nach dem Vorangehen- 
den nnr eine Gerade ® zu zeichnen, 
deren Abschnitt zwischen A, B durch 
C halbirt wird, dann ist D zu pa- 
rallel. Zur Construktion ziehe man 
l zu B und mache Cö = ci 




auf A, dann ist cffi = ©. 
"■* i^- Hat man drei Punkte a, h, c eines 

geraden Gebildes G und bestimmt man die Punkte, welche 
einen von den beiden anderen harmonisch trennen, und so- 
dann die Punkte, welche irgend einen der Punkte von irgend 
zweien derselben harmonisch trennen und fährt so fort, so 
erhält man unendlich viele Punkte des geraden Gebildes G. 
Es gilt nun folgender 
Hg. 10. Satz : Sinä x, y irgend swei Buvkte von G, so Mmim, durch 
harmonische Theüung von a, b, c ausgebend, stets 'Punkte con- 
struirt werden, die innerhalb x . y liegen, so nahe avch x, y 
einander sind. 

Offenbar kann man zwei Punkte ji, q finden, so dass die 




Strecke x . y gana innerhalb p . g liegt, Projicirt man nun 
die Punkte p, q, x, y aus dem Punkte t auf eine Gerade Gj, 
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die parallel zu ta ist, in die Punkte ^^^i^i^i ir"i constniirt 
die Mitte m^ von p^ . q^ und wenn m^ innerhalb ^^ . a;^ liegt, 
die Mitte m^ von m^q^ u. s. w, (wenn ein m in y^. q-^ fällt, 
so nehme man die Mitte von der Strecke, die dieses mit dem 
vorhergehenden m bildet), so ist ersichtlich, dasa durch fort- 
gesetztes Halbiren man schliesslich innerhalb x^ . y^ einen Punkt 
Mj erhält, der auf Q projieirt einen Punkt n innerhalb x . y 
liefert, der durch harmonische Theilung erhalten wurde, wobei 
der Punkt a immec einer der benutzten Punkte ist. 

Der Satz gilt offenbar auch für Strahlenbüschel. 

lehrsatz 8. Entsprechen in zwei Gebilden je vier har- 
monisclmn Ihinkten des einen vier harmonische Fimlcte des an- 
deren, so sind die Gebilde projektivisch (Staudt'scher Satz). 

Wir beweisen den Satz für gerade Gebilde, Je zwei 
Punktepaaren ah, cd von G, die einander nicht trennen, müssen 
auf G' zwei Punktepaare a'b', c'd' entsprechen, die sich eben- 
falls nicht trennen, denn es existiren in diesem Falle zwei 
Punkte^, /(, welche sowol ab als cd harmonisch trennen und 
diesen müssen die Puukte </', h' von G' entsprechen, welche 
aowol a'b' als auch c'd' harmonisch trennen Legen wir nun 
G und G' so aneinander, daas a und a siuh decken, so k 
müasten die geraden Gebilde, wenn sie projektivisch umd, 
perspektivisch liegen, d. h. die Verbmdungsge laden homologer 
Punkte bb', cc, dd' . . . müasten durch einen Punkt t gehen. 
Diess geschieht offenbai' für alle homologen humonischen 
Quadrupel, welche den Punkt a resp a enthalten M m kann 
nach dem obigen Satze zwiaehen 
irgend zwei Strahlen des Bü- 
schels (() einen solchen Strahl con- 
struiren, der G und G' in homo- 
logen Punkten, der Definition des 
Lehrsatzes entsprechend, schneidet. 
Es bleibt nur noch zu zeigen, dass die ■ 
Verbindungagerade irgend zweier 
homologer Punktea:,fl;'durchi geht. n?ig. ii. 

Würden;' nichtaufteliegen,so kann man zwei Strahlen im, i)i 
constmireii, welche G in sw, n und G' in m',n', den homologen 
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Puakten schneiden, so dass der Strahl tn in dem einen Winkel 
zwischen tx und tx', der Strahl tm aber in dem Nebenwinkel 
des ersteren liegt, in welchem auch th = th' liegen möge. 
In Folge dessen werden die Strecken m . n und x . & auf G 
einander nicht übers eh neiden, während die homologen Strecken 
m' , n' und x' . V ea auf G' thun. Diess ist zu Folge des 
Eingangs Gesagten unmöglich, also kann der Strahl tx ¥on 
ix' nicht verschieden sein. 
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II. Kapitel. 
Collineatioii. 

§ 1. Die ooUlneare Verwandtschaft zweier ebenen Systeme. 

WäWt man in zwei ebenen Systemen E und E' zwei 
Paar Strahleubüschel {d), (a) in E und (a'), (a') in E' beliebig, ' 
luid bezieht die Büschel (a) projektivisch aaf {a) und (a) 
proj'ektiviseh auf (tt'), so wird jedem Punkte x von E, in 
welchem sich die Strahlen X und 3£ von («) resp. (o) achneiden, 
der Punkt x' in E' in bestimmter Weise entsprechen, in wel- 
chem sich die homologen StraMen X' resp. 'S,' von (a') und 
(a') schneiden. 

Setzt mau hiebei voraus, dasa dem Strahle aa = A von 
(a) der Strahl a'a' = A' von {«') und dem Strahle aa = % von 
(a) der Strahl a'«'= 9(' von (a') in der projektivischeu Be- 
ziehung der Büschel entspricht, so heisst die durch die ent- 
sprechenden Punkte X, x' hergestellte Beziehung der ebenen 
Systeme E und E' Oöllmeation. Man sagt auch, die ebenen 
Systeme stehen in coUmearer Venmndtsckaft. 

Lehrsatz 1. In coUinearm ebenen Systemen E, E' ent- 
spricht jedem geraden Gebüde G ein demselben projehHvisches 
gerades Gebilde G'. Jedem Straklenbiisckel (g) ein hiem projelc- 
timscher StraMenbüsckel (g'). 

Denn beschreibt x das gerade Gebilde (?, so sind die f 
Strahlenbüachel a(X) und a(i£) perspektivisch, aber auch die 
ihnen projektivischeu Büschel a'{X') und a'CX^') werden per- 
spektivisch, da die Strahlen a'a' = A' und a'a' = W einander 
zugewiesen sind. 

Hieraus folgt, dass den Strahlen eines Büschels (g) die 
Strahlen eines Büschels {g') entsprechen werden, so dasa g und 
g' homologe Punkte der CoUineation sind. Projicirt (g) das 



y Google 



gerade Gebilde |G|, so wird (g') das gerade Gebilde |G'| 
projieiren, und da |G| und \G'\ projektiTisch sind, so sind 
es auch (^) und (p'). 

Es werden aber auch den Punkten von aa die Punkte 
von a'a' projektiviseh entsprechen, und zwar sind a, a' und 




a, a' homologe Punkte. Offenbar entspricht der Schnittpunkt 
q von G mit ofl dem Schnittpunkte g' von G' mit a'a'; be- 
schreibt also G den Strahlenbüschel (x), q das gerade Gebilde 
a.\i(aa, so wird G' den zu (a;) projektivischen Strahlenbüschel 
{x') beschreiben, also q' das zu q projektivische gerade Ge- 
bilde auf a'a' durchlaufen. 

Es erübrigt noch zu zeigen, dass auch den Strahlen von 
(q) die Strahlen von (q') entsprechen, 
s. Seien S und S8 irgend zwei Strahlen von (a) und (a), 

welche sich in h schneiden, ihre entsprechenden B' und 58' 
gehen durch &'. Es mögen B und ^ die G in p und g treffen, 
dann schneiden B' und SS' die G' in den Punkten y' und is', 
welche zu y und s homolog sind. Beschreibt nun G den 
Strablenbfischel (q), so wird das gerade Gebilde 

Ji\hija...\ A a3|&sa...|, 
also auch 

B'\i'p'a' ...\ A S3' \b'/a ...\ 
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und da letztere im Sckaittpuakte b' zwei homologe Elemente 
vereinigt haben, so liegen sie perspektivisch und ihr Pro- 
joktionscentrum ist der Schnittpunkt q' von ^'s' und a'a'. 
Daher beschreibt (?' den Strahlenbüschel (g'), welcher pro- 
jektivisch zu (g) ist. 

Lehrsatz 2. Die coUineare Bemhrng swischm E wid E' 
Ue&)t unvermäert, tvemt man an Stelle von (a) (a) (c') (a') 
irgmä swei 'Bame homologer Strafüenb Jel t 

Denn seien (c), (c') sowie (c), (c ) rgend zwe Pa 1 o 
mologer Strahlenbüschel, so werden den '^t ahleu N lil n 
(c) und (c), welche den Punkt n von E i ojc e 1 e bt ahlen 
W und SR' von (c') resp.. (c') homolog ein d len P nit 
n' von E' projiciren, welcher n in de C 11 neat on ent pr 1 1 

Hieraus ist ersichtlich, dass die u p un^l 1 gewählt n 
Strahlenbüschel in keiner Weise gegemlbe allen anle en a 
gezeichnet sind. 

Lehrsatz 3. Die coUineare Ve a It laß de Ei 
E, E' ist iestimmt, sobald vier Pimht n d ei Eb n vo 
denen "keine drei in einer Geraden lieget v et P nkte der a 
dei'en mgewiesen werden, von denen ehenfall Ke e d e n et 
Geraden liegen dürfen. 

Denn sollen den Punkten a,b, l on JT 1 Punlte 
a', b', c', d' von E' entsprechen, ao be ehe man 1 e Biis hei 
(a) und («') sowie (b) und (?>') so pioj kt vis 1 a f e nande 
dass den Strahlen ab, ac, ad die Stral \ ü a b a c ad und 
denStrahlen?»«, 6c, 6d dieStrahlen fe'a b 6 i ent j e he 
wodurch die Projettivität vollständig 1 e t in ut t al o a ch 
die Colliueation , da ab dem Strahle a b entspncht. 

Zusatz. Die CoUiueatiou ist auch bestimmt, wenn vier 
Geraden von E vier Geraden von E' zugewiesen werden, doch 
dürfen keine drei durch einen Punkt gehen. Denn man braucht 
nur unter den sechs Schnittpunkten von A, S, C, D solche vier 
auszusuchen, von welchen nicht drei auf einer Geraden liegen imd 
diese den Schnittpunkten der homologen Geraden Ä', B', 0', D' 
zuzuweisen, wodurch die Collineation bestimmt wird. 

Folgei'ung. Liegen zwei coUineare Systeme in einer 
Ebene, so können keine vier Punkte mit ihren entsprechen- 
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den co'ineicliren , sobald keine drei in einer Geraden liegen. 
Ebenso können keine viet: Geraden mit ihren homologen zu- 
sammenfallen, wenn keine drei durch einen Punkt gehen. 
Denn würden vier Punkte a; h, c,.-'ä mit ihren homologen 
»', h', c', d' sich decken, so würden die Büschel («) J\ (a') 
und (6) J\ (6') congruent sein, und je zwei homologe Strahlen 
von (ffl) und (a') sowie von (6) und (b') würden sich decken, 
also würde auch joder Punkt der Ebene mit seinem homologen 
co'incidiren. 

§ 2. Die Staudt'sehe Definition der Collineation. 

Lehrsatz 1. Sind zwei ebene Systeme E, E' in derartiger 
Besiehung, dass jeder Geraden G, weldte durch den Pimkt x 
von E geht, eine Gerade G' entsprichi, dw durch x von E' 
geht, so sind E, E' in collmearer Verwandtschaß und x, x' 
sowie G, G' sind homologe Elemente. 

Diesen Lehrsatz stellt v. Staudt in semer G-eometue der 
Lage § 10 als Definition der Cdllineation hm 

Zu Folge der im Vordersatze gemachten Annahme ent- 
spricht dem Punkte x, in welchem sich die Geraden G, @ 
von E schneiden, dei Punl t c , m dem sich die entspiechen- 
den Geraden G , ® von E schneiden, und dei Geraden X, 
welche die Punkte x j. verbmdet, entspricht die Geirf,de X', 
welche die Punkte x, f enthilt Es erubugt nur noch zu 
zeigen, dass das gerade Gebilde, welches *. aut X beschreibt, 
projektivisch i«t dem geiaden Gebilde, welches t auf X' be- 
schreibt. Dann folgt auch, diss der fetrahlenbuschel, den G 
um einen Punkt g beschreibt, projektivisch ibt zum Strahlen- 
büschel, den Cr um g beschieibt 
9, Sei [acbd] ein harmonisches Quadiupel auf (? mE, con- 

struirt mittels des Vierecks 123 4 so, dass die Seiten 12,34 
durch a, 14, 23 durch h gehen, während die Diagonalen 
13 resp. 24 die Punkte d resp. c auf G ausschneiden. Zu 
Folge der festgesetzten Beziehung zwischen den Ebenen E, E' 
werden, den vier Punkten 1, 2, 3, 4 und den sie paarweise ver- 
bindenden sechs Geraden in E, entsprechen vier Punkte 
1', 2', 3', 4' und die secha sie paarweise verbindenden Geraden 
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von E'. Infolge dessen wiril der Schnittpunkt von 1'2' und 
3'4' der Punkt a sein, welcher a entspricht, ebenso ist der 
Schnittpunkt von 1'4' und 2'3' der Punkt b', welcher & ent- 
spricht, und mithin ist die Gorade fli'6'= G' die entsprechende 




2u G. Dann ist aber der Schnittpunkt von 1'3' resp. 2'4' 
mit G' der Punkt d' resp. c', welcher dem Punkte d resp, c 
entspricht. Hieraus folgt, dass [a'c'i'd"} ein harmonisches 
Quadrupel ist und mithin entspricht in der Beziehung der 
Ebenen E, E' jedem harmonischen Quadrupel von G ein 
solches von G'. Nach dem Lehrsatze 8 Kap. I § 3 sind daher 
die geraden Gebilde auf G und G' projektivisch. Entsprechen 
nan g und g' sowie g und g' einander, so wird {g) 7\ {</) 
and (g) J\ (g') in Anbetracht der Strahlen, welche homologe 
Punkte von | X | projiciren. Da ferner dem Strahle ga, der Strahl 
^'g' und dem Strahle 93 der Strahl 13,'g' entspricht, so stehen 
E und E' in collinearer Beziehung. 

Folgerung 1. Projicirt man ein ebenes System S aus 
zwei Punkten 0, 0', die nicht in (S liegeli, auf eine oder zwei 
Ebenen, so erhält man zwei collineare Systeme E, E'. Ho- 
mologe Elemente sind solche, welche Projektionen desselben 
Elementes von © sind. 

2. Projicirt man das ebene System E aus einem Punkte 0, 
der nicht iu E liegt, auf eine nicht durch o gebende Ebene 
E', so sind E und E' in collinearer Verwandtschaft; die 
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Elemente, welche Projektionen von oinandei- sind, entsprechen 
einander. Ist C die Schnittlinie der Ebenen E, E', so ist klar, 
dass jeder Punkt von C mit seinem homologen coincidirt. 
Man nennt zwei so gegeneinander liegende coUiueare ebene 
Systeme E, E' perspeHivisch. Wir werden später zeigen, dass 
zwei collineare ebene Systeme stets in perspektisehe Lage 
gebracht werden können. 

§ 3. Specielle Lage coUinearer Systeme in derselben Ebene. 

In den Ebenen E, El' sei die Collineation bestimmt 
durch die Böschel (a) 7\ («') und (c) eongruent (c'}, wobei 
zwei Strahlen M, N von (a) die zwei wUlkiir liehen Strahlen 
M', N' von («') zugewiesen werden können. Wir legen nun 
E' so auf E, dass die homologen Strahlen von (c) und (c') 
sich decken, also aa' durch c geht. Die projektivischen Bü- 
schel (a), (»') werden hiedureh in perspektivische Lage gebracht 
und ihr Erzeugnis C ist die Gerade, welche die Schnittpunkte 
m, n der Strahlen M, M' resp. N, K enthält. Jeder Punkt x 
dieser Geraden coincidirt mit seinem homologen, denn in ihm 
schneiden sich die Strahlen ax, ex sowie ihre homologen a x 
und c' X ^ ex, da {c),(c') coindiciren. 

Je Kwei homologe Geraden der collinearen ebenen Sy- 
steme sehneiden einander daher auf C, und die Verbindungs- 
linie zweier homologer Punkte geht durch c Die auf den 
Strahlen von (e) liegenden projektivischen geraden Gebilde 
haben ihre Deckpunkte in c und dem Schnittpunkte mit C. 
Die Strahlenbäschel, deren Centren aufC liegen, haben ihre 
Deekstrahlen in C und dem Strahle, welcher c enthält. 

Man nennt diese specielle Lage collinearer Systeme eine 
centrale, C heisst die GöUineationsaxe, c das ColUneaUons- 
centrum. 

Lehrsatz 1. Sahen zwei collineare ebem Systeme der- 
seU>en Ebene einen StraJüenhUschel gemeinschaftlich, so coincidirt 
atich ein gerades Gebilde mit seinem homologen. Und iimgekehrt, 
Äa&ew sie ein gerades G^änlde gemei/nschaftlich, so cmncidirt ein 
Strahlenbüsckd mit smiem mtspreehenden. Die colUnearen d>enen 
Systeme sind in centraler Lage. 
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Der Beweis des toatze« tnlyt au- ilem Vorstehenden. 
Die centrale CfAlmeahon , wip man auch central liegende 
collineare ebene Systeme nennt 15t bestimmt; 

a) Wenn gpc;eljen snid die Colliupdtionsixe C, das Col- 
lineationseentrnm c und ein Paai homologer Punkte a, a, 
die anf einem &tiahle von (f) hegen Denn jeder durch « 
gehenden Geraden G entspricht die Geiade G' durch a\ 
welche G auf G schneidet. Hiedurch kann zu jedem Punkte 
X von G der homologe x' von G' bestimmt werden, da ev 
auch auf ex liegt. 

b) Wenn gegeben sind drei Paar homologe Punkte 
asx', yy', sz', wobei xx', yy', bs' durch einen Punkt c gehen 
müssen. Denn ist m der Schnittpunkt von xy und x y' und 
n der von xs, x' z', so ist eine Cöllineation nach a) bestimmt, 
für die c Centrum, mn = Axe und x, x' ein Paar homologer 
Punkte sind. In dieser werden aber auch y, y' und s, b' einander 
entsprechen. Schneiden einander ys, y b' in 0, so muas 
auf G liegen, daher folgt: 

Liegenswd Dreiecke xys wnd x y' s' so, dass die Geraden 
xx', yy', ss' durch einen Tunkt c gehen, wnd schneiden sieh die 
drei Paar Seiten xy, x' y' in m, xs, x' 0' in n tmd yg, y' 0' 
in 0, so liegen m, n, in einer Geraden. 

c) Wenn gegeben sind drei Paare homologer Geraden 
X, Y, 2 und X% r, Z' jedoch müssen sich XX', YT, ZZ' 
in drei Punkten einer Geraden G schneiden. Denn sind x, y, S 
die Schnittpunkte von YZ, XZ, XY v.aA analog x', y', s' die 
von Y'Z', X'Z', X'Y', so mögen sich xx' und yy' in c 
sehneiden. Es bestimmen nun c und C als Centi'um und Axe 
und X, x' als ein Paar homologer Punkte nach a) eine cen- 
trale Cöllineation, in der XX', YY, ZZ' homologe Geraden 
sind. Da auch y, y' und s, s' homologe Punkte werden, so 
muss S0' durch c gehen und daher folgt; 

Eat man stoei Breiecke xyg und x'y'/, derm Seilen 
xy, x'y' sich in m, xn, x' s' vn n %md ys, y' s in sdineiden 
und liegen m, n, auf einer Geraden C, so gehen die Geraden 
xx', yy', ss' durch einen Funkt e. 
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Man nennt die Lage zweier Dreieckej xys und x' i/'/, 
wie sie in b) und c) betrachtet wurde, perspektivisch. 
ü. Es sei C die C olline ationsaxe, c das Centrura und a, a' 

ein Paai? homologer Punkte, dano sind G, Cr', die sich auf 
C in m schneiden und durch a resp. a gehen, homologe Ge- 
rade. Die durch o zu G' parallel gezogene Gerade & wird nach 
Kap. I § 2 Folg. 1 die Gerade G in dein Punkte v schneiden, wel- 
cher dem unendlich fernen Punkte v'„ von G' entspricht. Lässt 
man nun G' den Büschel {«') beschreiben, so wird G den Bü- 
schel (a) und @ den zu beiden projektiv! sehen Büschel (c) durch- 




laufen. Da (a) zu (c) perspektivisch liegt, denn ca ist beiden 
gemeinschaftlich, so ist der Ort dec Punkte v eine Gerade 7, 
welche mithin die homologen Punkte der unendlich fernen Punkte 
von E' enthält. V ist die homologe Gerade der unendlich 
fernen Geraden 7'„ von E' (vgl. Eap. I. § 2). V ist parallel 
zu C, da G' und G gleichzeitig mit @ parallel werden, wenn 
m ins Unendliche rückt. Ebenso tritt eine Gerade Tf auf, 
die die homologe zu U^ von E ist, und die auch zu C pa- 
rallel ist. Auf ihr liegen die Punkte u, in denen G' von 
der zu G durch c gezogenen Parallelen getroffen wird. 

F und V lieissen Gegenlinien der CoUineaUm. Aus dem 
Parallelogramm vcu'm ersieht man, dass auf jedem Strahle 
durch c die Strecken, welche c und C, sowie V und V auf 
ihm begränzen, dieselbe Mitte haben. 

Fällt V mit ü' zusammen, so heisst die Collineation in- 
volutorisch, je zwei Punkte a, a' der Ebene entsprechen 
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einandei' involutoriselij indem die homologen Punkte auf den 
Strahlen durch c eine Involution bilden. V = U' muss dann 
in der Mitte zwischen c und verlaufen. 

Es bann speciell c auch auf fallen, wodurch die Col- 
lineation nicht wesentlich alterirt wird. C verläuft dann in 
der Mitte zwischen V und U'. 

Anmerkung. Durch die Collineationsase C, das Centrum 
c und eine der Gegenlinien V oder U' ist die Collineation 
auoh bestimmt, nach a). Liegt c im Unendlichen, also auch 
■V und U', so heissen die ebenen Systeme affin, die unend- 
lich fernen Geraden beider Ebenen sind homolog. Liegt c 
im Endlichen, C aber im Unendlichen, also auch Fund ü', 
so sind die ebenen Systeme ähnlich und aknlieh Uegetid, in- 
dem je zwei homologe Gerade einander parallel werden, c ist 
das Aehnliehkeitseentrum. Liegt sowol c als G im Unend- 
lichen, ßo sine! die ebenen Systeme congruent. 

Äffimität, Aeknlichkeit und Congruent ebener Systeme sind 
mithin specielle Collineationen. 

Lehrsatz 2. Von zwd central coUinearen Systemen E, E' 
lässt sich das eine s. B. E' als Projektion des cmder&i E aus 
einem Pmtkte o des Baumes auf die Ebene von E' betrachten. 

Denken wir uns E um irgend einen Winkel aus der 
gemeinschaftlichen Ebene beider Systeme um die Collinea- 
tionsaxe C herausgedreht in die Lage E^, so dass c nach 
c^ gelangt, während der zurückbleibende Punkt c ^ c' in E' 
mit c bezeichnet werden mag. Es seien dann a, a' ein Paar 
homologer Punkte und a gelange nach ö^, so schneiden sich 
CjC' und a-^a' in einem Punkte o, da c^a^ und c' a' sich auf 
C treffen. Projieii't man nun E^ auf E' , so erhält man ein 
ebenes System E-^, welches zu E' collinear ist, da E' zu E, 
also auch zu E-^ collinear ist und j&\' die Projektion von E^ 
aus ist. Die collinearen ebenen Systeme i", E.[ haben aber 
in G ein gerades Gebilde gemeinschaftlich, und da ß', a' mit 
ihren homologen cl^al, der Projektion von e, a, zusammen- 
fallen, so ist El mit E' identisch, nach der Folgerung zum 
Lehrsatze 3 des § t. 

Xehrsatz 3. In swei colUnearen ebenm Systemen E und 
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E' giht es stets swei einander entsprechende eongruenie StraJilen- 
büschel. 

Der unendlich fernen Geraden V'^ von Jü' möge die 
Gerade V von E und dür U^ von E die Gerade U' von E' 
entsprechen. (Der Fall, dass V= C/„ ist, wird später be- 
rücksichtigt und sei daher hier ausgeschlossen.) Dem Strah- 
Fig. si. lenbüscliel (v,), dessen Centrum anf V liegt, entspricht ein 
Parallelstrahlenbüschel in E', dessen Strahlen mit ü' den eon- 
stanten Winkel «, bilden. Es möge nun Xj durch % gehen 




nnd mit V den Winkel Kj bilden, X/ sei der entsprechende 
Strahl in E'. Wird in derselben Weise ein zweites Paar ho- 
mologer Geraden Xg, X^' bestimmt, welche mit V resp. U' 
dieselben Winkel «^ bilden, so schneiden sich Xj, X^ in c 
und X/, X^' in dem homologen Punkte c', welche Centren 
congruenter Strahlenbüschel sind. Denn zieht man durch c 
die Xg parallel zu V, so entspricht ihr die Gerade X^', welche 
durch c' parallel au ü' gelegt ist, und man ersieht, dass die 
projektivischen Strahlenbüschel 

c(X,XgX3...) und c'{X.;X,'X,'...) 
congruent sind, indem die drei Strahlen 

x„ x„ Xg und x;, x;, x^' 

je gleiche Winkel mit einander einschliessen. 

Anmerkung. Die Willkürlichkeit in der Abtragimg des 
Winkels a^ resp. «^ an v^ und v^ lässt erkennen, dass man 
zwei Punkte c erhält, denen zwei Punkte c' entsprechen, 

Folgerung I. Je zwei collineare ebene Systeme können 
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in central collinoare Lage gebracht werden. Man hat nur 
die oben gefundenen congriienten Strablenb fisch el (c) und (c') 
so auf einander zu legen, dass homologe Strahlen sich decken. 

2. Je zwei eollineare ebene Systeme können als Cen- 
tralprojektion von einander angesehen werden. Nach Lehr- 
eatz 2 zu Folge des eben Gesagten. 

lat V = U^ d. h. entsprechen einander die unendlich 
fernen Geraden der ebenen Systeme, so sind dieselben ent- 
weder affin oder ähnlich (speciell congnienf). Sind sie affin, 
so können sie nicht stets in eine Ebene so gelegt werden, 
dass die Verbindungsgeraden homologer Punkte zu einander 
parallel sind, oder durch einen Punkt im Endlichen gehen. 
Denn legt man E, E' auf einander, so liegen dann stets zwei 
homologe Gerade, nämlich die unendlich fernen U^, V^ auf 
einander, und sie können daher nur dann in centrale Lage ge- 
bracht werden, wenn entweder die projekti vischen geraden 
Gebilde auf ü^ und C/^ einander congruent sind, d. h, wenn 
homologe Strahlenbüschel congruent, also einander entspre- 
chende Winkel gleich sind, wo dann Aehnlichkeit stattfindet 
(die centrale Lage ist leicht zu bewirken) oder ein Parallel- 
strahlenbüsehel («^) Ton ü^ congruent dem homologen (ti^) 
von U'^ ist. 

Um zu erkennen, ob zwei affine ebene Systeme ia cen- 
trale Lage gebracht werden können, lege man dieselben so 
auf einander, dass sich in a = a' zwei homologe Punkte und 
in A = Ä' zwei homologe Gerade, welche a = «' enthalten, 
decken. Dann möge der Geraden S, die zu A parallel ist, p 
die Gerade B' entapreehen. Homologe Strahlen der Büschel 
(a) 7\ C'*') schneiden B v/— — -^ /' 

und B' in ähnlichen Punkt- 
reihen, die perspektivisch ^^ / . 
liegen, und deren Perspek- ^X - 

tivitätacentrum ß sei, {ß 

fällt nur dann in ö! ^ a', — _ 

wenn Aehnlichkeit zwi- ^' 

aehen den ebenen Systemen ^'^ ^" 

stattfindet, indem dann die Büschel (et) und (a') sich decken,) 

Beschreibt man über aß als Durchmeaser den Kreis S, so 
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möge er die Gerade M, welche in der Mitte zwischen B und 
B' verläuft, in m und n sehneideu. Die Strahlen ßm und ßn 
bestimmen auf B und B' je ein Paar homologer Punkte b, b' 
und c, c'. Da dann ab und ab' homologe Gerade sind, und 
ah ^ a'V ist, so sind die geraden Gebilde auf ah und ah' 
congruent (zu Folge der Relation (2) auf Seite 6). Dreht 
man nun die Ebene E so um a = a, dass ab mit a'h' zu- 
sammenfällt, so haben E und E' das gerade Gebilde auf 
ab^C gemeinschaftlich und liegen central. Homologe Punkte 
liegen auf Strahlen eines Parallelbiischels (c„). [Eine zweite 
centrale Lage erhält man, wenn ac mit a' c' zui Deckung 
gebracht wird.] Dreht man E. um C aus der gemeinschaft- 
lichen Ebene heraus, so folgt leicht, dass Jil' die Parallel- 
projektion von E ist. 

Schneidet der obige Kreis K die Gerade M nicht, so 
können E und E' nicht in centrale Lage gebracht werden. 
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in. Kapitel. 

Der Kegelselmitt. — Seine Constmktion. — Projektivisclie 
GeMlde auf demselben. — Po] und Polare. 

§ 1. Die Gentralprojektion des Kreises. 

Aus den Elementen der Geometrie des Kreises sind 
folgende zwei Sätze bekannt: Verbindet man zwei feste Punkte 
a, h eines Kreises S mit dem variablen Punkte x desselben 
und nennt die Strahlen ax, ix homolog, so werden je zwei 
Strahlen des Büschels (a) denselben Winkel einschliessen, wie 
die homologen Strahlen des Büschels (&). Da auch der Strahl ax 
den Büschel (a) in demselben Sinne, wie hx den Büschel (&) 
durchläuft, so werden die Strahlenb lisch el iu a und h in 
Anbetracht der homologen Strahlen cougruent und gleichsinnig. 
Hat man umgekehrt zwei congruente gleichsinnige Strahleu- 
büschel {a) und (6), so schneiden sich homologe Strahlen unter 
constantem Winkel, daher liegt ihr Schnittpunkt auf einem 
Kreise durch a und h. Da congruente Strahlenbiischei auch 
projektivisch sind, so folgt aus dem Vorstehenden die Sächtig- 
keit des folgenden 

Lehrsatzes 1. Der Ereis S ist das Eremgnis zweier 
projeliUvischer StrafdeMischel, deren Cmtren irgend zwei Ptmkle 
a, i desselben sind, und deren homologe Stahlen die Funkte von 
Ä projicirm. 

Man beachte, dass dem Strahle ha von (&) die Tangente 
von S in « als homolog im Strahlenbiischei («) zugehört, 

Definition. Die GentralprojcMicm eines Kreises auf eine 
Ebene heisst Kegelschnitt. 

Daher: Die Collincarfigur eines Kreises istein KegelschnittK 
Derselbe wird durch zwei projektivische Büschel (ra) und (ö) 
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erzeugt, deren Centren auf K willkiirlicli sind. Dem Strahle ha 
des Büschels (h) entspricht in (a) dia Tangente des Kegel- 
ßchnittea K im Punkte a und dem Strahle ab Ton (d) entspricht 
in (V) die Tangente von K im Punkte h. 

Lelirsatz 3. Durch fünf beliebige PunJoie, von denen Imne 
drei auf einer Geraden Uegm, hmn man stets einen Kegelschnitt 
legen. 
3. Sind «', b', c, d', e' die fünf willkürlich gewählten 

Punkte, so haben wir nur zu aeigen, dass wir die Ebene E' 
dieser fünf Punkte so auf eine Ebene E collinear abbilden 




kÖnueu, dass den fünf Punkten a', V, c , d' , e' f^nf Punkte 
eines Kreises entsprechen. Sei nun S ein Kreis der Ebene JE, 
und a, h, c drei seiner Punkte, die in der zu bestimmenden 
Collineation den Punkten ts', 6', c' entsprechen sollen. Man 
nehme auf S den Punkt x willkürlich an und bestimme den 
Punkt e auf S so, dass der Strahlenbüschel 

(1) a:{ahce) 7\ d' {a'h' c'e'), 

wodurch der Strahl xe, also auch e, vollständig bestimmt ist. 
Nun eoBstruire man wieder den Punkt d auf ß so, dass der 
StrahlenbÜschel 

(2) e{alcd) 7\e'{aVc'(l'), 

wodurch wieder ed, also auch d, unzweideutig festgelegt ist. 
Da X und d auf S liegen, so ist nach dem Lehrsatze 1: 

x(abce) A d(ahce), 
also zu Folge (1) auch 

(3) d{ahcc) A ä'ia'b'c'e'). 
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Die Beziehungen (2) nnd (3) lassen erkennen, dass die 
Büschel (e), {d} von E und {e'), (d") von £' eine Collineation 
beider Ebenen vermitteln, in der den Punkten a', h', c', ä' , e 
von K die füuf Punkte a, 6, c, d, e von E entspreclien, die 
auf dem Kreise S? liegen. Die CoUinearflgur von Ä geht also 
durch a', b', c, d', e'. 

Folgerung 1. Zwei projektivisehe Büschel, die nicht 
perspektivisch liegen, erzeugen einen Kegelschnitt als Ort der 
Schnittpunkte homologer Strahlen. Denn schneiden sich drei 
Paar homologe Strahlen der Büscbel (a') und (&') in c', d', e' 
und ist x' ein Schnittpunkt irgend eines vierten Paares ho- 
mologer Strahlen, so iat 

a'{c'd'e'x') 7\ h'(c'd'e'x'). 

Durch die fünf Punkte «', &', c', d', e' kann nun nach 
Lehrsatz 2 ein Kegelschnitt K' gelegt werden, und da. dieser 
das Erzeugnis zweier projektivischer Büschel (a) und (6') 
ist, deren drei Paar homologe Strahlen die Punkte c, d' , e' 
ptojiciren, eo liegt auf K' auch der Punkt x'. 

3. Durch fünf willkürlich gewählte Punkte iat ein ein- 
ziger Kegelschnitt vollständig bestimmt, sobald keine drei 
auf einer Geraden liegen. Denn sind a', h', c , d', c' ge- 
geben, so sind die Büschel 

a'{c'd'e'x") 7\ b' {c'd'e'x') 
vollständig bestimmt, also auch ihr Erzeugnis. 

Der Kegelschnitt ist mithin auch durch irgend fünf auf 
ihm gewählter Punkte bestimmt. 

3. Verbindet man irgend zwei feste Punkte x, y eines 
Kegelschnittes K mit einem- variablen Punkte s desselben, 
so beschreiben die Strahlen xz und yz zwei projektivisehe 
Strahlenbüschel {x) und (j/). Dem Strahle xy von {x) entspricht 
in (?/) die Tangente von K im Punkte y, und dem Strahle yx 
von (y) analog die Tangente in x von K. 

4. Die CoUinearflgur eines Kegelschnittes K ist wieder 
ein Kegelschnitt IC. Denn die Büschel (a) A ip)i welche K 
erzengen, haben zu CoUinearflguren die Büschel («') A (<*) 
und (&') A (V), also ist auch («') A (^0 «nd diese erzeugen 
IC, die Collinearfigur von K. 
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6. Eine Gerade (? der Ebene des Kegelschnittes K kann 
diesen höchstens in zwei Punkten schneiden. Denn die Strahlen- 
blischel (x) und {y), welche die Punkte s Yon K projiciren, 
schneiden Q in zwei projektivisehen Puuktreihen, welche höch- 
stens zwei Deckelemente g, Jt besitzen, die, wenn sie vor- 
handen sind, Punkte des Kegelschnittes sind. 

Jede Gerade G, welche aber einen Pnnkt t von K ent- 
hält, schneidet K noch in einem Punkte s, denn da die pro- 
jektivisehen Punktreihen auf G in t ein Deckelement besitzen, 
so haben sie notwendig noch ein zweites s, welches auch auf 
K liegt, Oder auch: man lasse y auf t fallen, dann wird G 
ein Strahl von {y) = (t), welcher von dem homologen Strahl 
des Büscliels (3;) in s auf K geschnitten wird. 

In einer besonderen Lage von G könnte s auf t fallen, 
dann ist G Tangente von K in t, denn sie entspricht dann 
dem Strahle xt von {x). Die Tangenten von K schneiden 
daher den Kegelschnitt nur im Berührungspunkte. 

Aninerkimg. Liegen die projektivisehen Büschel (01') 
und (&') perspektivisch, so schneiden sicli homologe Strahlen 
in Punkten einer Geraden T. Der Strahl a'b' ^^ S ent- 
spricht dem Strahle i'a' <= S, so dass jeder Punkt von 8 als 
Schnittpunkt der beiden homologen Strahlen ab' und V a' 
angeselien werden kann. Die beiden Geraden 5 und T zu- 
sammengenommen sind also der Ort der Schnittpunkte ho- 
mologer Strahlen der Büschel («') und (&'). Aus diesem 
Grunde nennt man S und T zusammengenommen einen zer- 
fallenen Kegelschnitt. 8 und T können irgend zwei Gerade 
der Ebene sein. 

§ 2. Constraktion des Kegelschnittes durch seine Punkte. 
Sind die beiden projektivisehen Büschel (a) und (ö) ge- 
geben, welche den Kegelschnitt S erzeugen, so hat man die 
Büschel nur zu vervollständigen, um die Punkte des Kegel- 
schnittes K zu erhalten. Diese Vervollständigung führen wir 
24. auf nachstehende Art aus. Es seien a und h die Scheitel 
der Büschel und ac, bc ein Paar homologe Strahlen d. h. c 
ein Punkt von K. Wir denken uns nun den Büschel (a) 
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durch Vc und den Büschel (i) durch ac geschnitten, dann 
werden die geidden fieklde luf hc und ac einmdei piojek- 
tiviscli aein, und di in c ein sich selbst entiipiechender Punkt 
beider liegt sind die geraden Gebilde in puspekti\ischer 




Lage. Ist t ihr PerspektiTitätseentrum , so schneidet jeder 
Strahl durch t die Geraden bc und ac in « resp. ß so, dass 
aa und iß sich in einem Punkte d von K schneiden. 

Fällt a auf i und sehneidet th die Gerade ac in ß', so 
ist tß' = f& der Strahl in (6), welcher dem Strahle ai von («) 
entspricht d, h. tb ist Tangmte von K in i. Ebenso ist ta 
Tangente in a und es ist mi^in das FerspeMivitäiscentrutn t 
der SchnittpunM der Tamgentm von K in den Funkten a wnd b. 

Hieraus folgt, dass * sich nicht ändert, wenn a und 6 
festgehalten werden, an Stelle von c aber irgend ein anderer 
Punkt von IC genommen wird. (Vergleiche auch den Zusatz 
zu Aufgabe 2 auf pag. 1.3.) 

1. Aufgabe. Ein Kegelschnitt ist zu construiren, d. h. 
beliebig viele seiaer Punkte sind zu zeichnen, wenn von dem- 
selben gegeben sind drei Punkte a, b, c und die Tangenten 
A, 13 in zweien a, b derselben. Die Ausführung zeigt Fig. 25. 
Man lasse den Strahl taß den Strahlenbüachel (i) durchlaufen i' 
und bestimme die Schnittpunkte d der Strahlen aa und bß. 
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Hierbei kann, weuii a oilei ß nicht iii einen bequem zugäng- 
lichen Theil der Ebene fallen sollten, an Stelle der Geraden 
ac und bc irgend ein anderes Geiadenpaai ad und bd ge- 
nommen werden, wenn d einer der bLieith con%truii teu Punkte ist. 




Man beachte, dase es nicht nolhig i t diss ille Punkte «, h, c 
im Endliehen liegen, die Con&truktion lat immei durchführ bai'. 
Nimmt man z. B. an a uad h hegen im Unendlichen, ihre Tan- 
genten Ä, B heisBen dann Asymptiten, so iühit die Constvuktion 
des so bestimmton Kegelschnittes aut eine sehr bekannte Con- 
struktion der Hyperbel, woriuf hiei nicht weitei eingegangen 
werden soll. 

Die vorstehende Construktion de& EegeKcbnittes aus drei 
Punkten und zwei Tangenten m zweien derselben wollen 
wir FundammitalconsWukUon nennen und spateibin jede Con- 
struktion eines Kegelschnittes soweit ausfiihien, bis diese Be- 
stimmungaafcücke sich ergeben 
1. Wir sahen, dass wenn a, h, c d vier Pankte eines Kegel- 

schnittes sind und ac, ad von den Geiaden hc, hd in k, ß 
geschnitten werden, dass dann die Gerade uß durch den 
Schnittpunkt der Tangenten \on iT m « und & ^eht. Daher 
muss aß auch durch den Schnittpunkt s der Tangenten in c 
und d gehen, wie ohne Weiteres klar, wenn man sich K 
durch die Büschel (c) und (li) erzeugt denkt. 
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Da aß eine Diagonale dea vollständigen Viereckes ahcd 
ist, dessen Ecken anf K liegen, so können wir den Satz so 



Sind a, h, c, d vier PimJde eines KegelschniUes K, so 
sdmeiäm sv^ du vier Tangenten A, B, C, I> dieser Pankie 
pamweise auf dm drei Diagonalen des Viereckes ahcd. Oder 
das Viereck ahcd und das Vierseit ABGD Mben dasselbe 



Schneiden einander ai und cd in y, so geht eben ya 
durch die Schnittpunkte c und b' der Tangenten A, C und n 




B, D, während yß durch die Schnittpunkte 1) und e' der Tan- 
genten Ä, D und B, geht. 

Hat man hiernach den Punkt d conatruirt und y he- 
stimmt, so liefern ya oder yß die Tangenten C und D in 
c und d. Die Geraden C und J) müssen sich in s auf aß 
schneiden. Hält man c, also auch C fest, lässt d den Kegel- 
schnitt beschreiben, so sieht man, dasa s die Tangente G 
durchläuft, und dass sd stets die Tangente von Kin d wird. 
Man hat also zu jedem coustruirten Punkte von K auch seine 
Tangente ohne Weiteres gegeben. In Fig. 25 ist diese Con- 
struktion ersichtlich gemacht. 

2. Aufgabe. Ein Kegelschnitt ist ku conatruiren, von 
dem gegeben sind vier Punkte a, h, c, d und die Taugente 
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j. Ä in a. In Figur 26 ist die Conatruktion ersichtlich gemacht, 
indem der Punkt t construirt wurde, der auf ^ und ccß liegt, 
wenn ad, ac von hd, bc in a, ß geschnitten werden. Denn 




wird der Kegelschnitt construirt, der durch a, h, c geht und 
ta sowie th berührt, so geht er auch durch d, ist also der 
verlangte. 

Man nehme nur TJebuög einen odf wei Punkte im "Da 
\ en lliclien dU dei anoli 

len Punkt h vai dei 
uni.nilhcli feinen de 
A ?c di&b diene 
L.ej,ehchmtt } c 
d e Goubtmkt on 
itetB m be^timmtei 
,0 iu=ifuhrhai 

, Aufgiitoe. Ein 

Kegelschnitt ist zu con- 
atruiren, von dem ge- 
geben sind fünf Punkte 
a, h, c, ä, e. 

I. Schneiden sich ac, ad und hc, id in a und ß, sowie 

ad, ae und bd, be in K^, ß^, so bestimmen aß und a^ß^ den 
Punkt t, und ta, tb sind die Tangenten des Kegelachnittea 
in a und h. Renn wird der Kegelschnitt constj'uirt, welcher 
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ta uad tb zu Tangenten hat und durch a, h, c gebt, so zeigt 
die gemacbte Construktion, daas er auch durch d uud e geht, 
also der verlangte ist 

Von den gegebenen Punkten dürfen nicht drei in einer 
Geraden liegen, wenn ein eigentlicher Kegelschnitt bestimmt 
sein soll. 

§ 3. Construktion des Kegelschnittes durch seine 
Tangenten. 

Die Construktion der Tangenten des Kegelschnittes, wie 
sie im vorigen Paragraph gezeigt wurde, lehrt, dass wenu 
die Tangente C fest bleibt, während D sich ändert, die Strahlen f 
tb' und c'b sich in den Punkten y der Geraden ab schneiden, 




dass daher sowohl die Büscher(c), (e"), als die geraden Ge- 
bilde, in welchen sie B und Ä schneiden, einander projek- 
tivisch sind. Da die geraden Gebilde auf B und A dieselben 
sind, welche von den Tangenten J) des Kegelschnittes auf 
ihnen ausgeschnitten werden, so ergiebt sich der 

Lehrsatz 1. Die Tangenten des Kegelschnittes schiwiden 
zwei feste Tangenten desselben in projeMviscken FmMreihen. 

Die Figur 28 macht die Construktion der Tangenten 
eines Kegelschnittes ersichtlich, von dem gegeben sind drei 
Tangenten ^, B, C und die Berührungspunkte a, h auf aweien 
derselben. Schneidet C die Ä, B in z und t' und werden 
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die Punkte y von ah aus c und c' auf B und A projicirt 
nach b' und b, so hüllt hh' = D den Kegelschnitt ein. Denn 
ist s der SchnittpunM der construirten Tangente D mit C 
und schneidet ts {t der Schnittpunkt von A und B) die Ge- 
rade cb' in a und c'b in ft eo ist [yb'wc] sowie [yc'/ib] je 
ein harmonisches Quadrupel. Schneidet nun aß die C in c 
und hß die D in d, so gehen auch aa durch d und Ja durch c. 
Denn ist It der Schnittpunkt von D mit «&, so folgt, wenn 
man das Quadrupel [yc'ßb] aus 6 auf J) projicirt, dass 
[nb'(?b] ein harmonisches Quadrupel wird, und wenn aa die 
D in dj schnitte, so würde durch die Projektion von [yb'fflC] 
aus a auf J) folgen, dass auch [nb'djb] ein harmonisches 
Quadrupel ist, also muss (?=t?j sein. Ebenso folgt, dass 
aß und ha sich in c auf schneiden. Construirt man nun 




den Xegelselinitt, der durch a, i, c geht und Ä, J3 zu Tan- 
genten hat, so geht er durch d und berührt G und D, also 
hüllt die Gorade D den Kegelschnitt ein, 

Beachtet man, dass cd durch y geht, so folgt: 
Beschreiben b und b' die projeküvischen Punktreihen auf 
A und B, daher y die Gerade ab, so hüllt bb'=-D einen 
Kegelschnitt ein, Ist c der Berühnmgspunkt der festen Tan- 
gente cc' = ü, wobei cb' und c'b durch y gehen, so liefert 
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die Projektion von y aus c auf die variable Tangente D den 
Berührungspunkt auf dieser. 

Die Construktion ist auch bestimmt auafülirbar, wenn C die 
nnendlieb ferne Gerade der Ebene ist, und liefert dann eine 
bekannte Construttion der Parabel aus zwei Tangenten und ihren 
BerOhmngspnukten. Liegen «, ö im Unendlichen, so erhält man 
eine bekannte Hyperbelconstruktion, 

Nennt man die V erbind ungs gerade der Berührungspunkte 
zweier Tangenten die Berükrungssehne dieser Taugenten, so 
kann die obige Conatniktion in folgenden Satz zusammen- 
gefasst werden; 

Sind A, B, C, B vier Tangenten eines Kegclsdmiües, so 
gehen die sechs ihnen ^gehörigen Beruhrungssehnen paarweise 
durch die drei Ecken des Biagonaldrmeites des vollständigen 
Vierseites ABCB, die Berühnmgspunide hilden also ein KwecÄ, 
dessen Biagonaldreiech auch Diagonaldreiseit des Vierseites A B CD 
ist, was wieder der Satz des § 2 Seite 43 ist. 

1. Aufgalie. Ein Kegelschnitt ist zu eonstruiren, von 
dem gegeben sind vier Tangenten A, B, C, B und der Be- 
rühningspunkt a auf einer derselben. Wird die Tangente A 
von C und D in C und b und B von C und B in c' und b' r 




geschnitten, so treffen sich nach dem obigen Satze cb' und c'b 
in f und ya ist die Berührimgssehne von A und B, sehneidet 
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daher B im B er ührungsp linkte h. Es folgt dann, dass, wenn 
der Kegelschnitt eonstruirt wird, der A, S, C berührt, die 
erateren in a und h, derselbe auch D berühren muss. 

2. Aufgalle. Ein Kegelschnitt soll coBstruirt werden, 
der fünf Gerade Ä, B, G, D, E berührt. Von den Geraden 
sollen keine drei durch einen Punkt gehen. 
0, Es möge die Gerade A von G, D, E in c, b, e und 

B von demselben Geraden C, D, E in c', V, e' geschnitten 
werden. Ist nun y der Schnittpunkt von cb' und c'b 
und S der Schnittpunkt von ce' und c'e, so möge die 
Gerade yS ia. a und h die Geraden A, B schneiden. Dann 
wird der Kegelschnitt, welcher j4, B, C berührt, ersiere in 
a und b auch B und E berühren, also der verlangte sein. 

Man sieht, daas durch die Angabe der Stöcke in beiden 
Aufgaben der Eegelschnitt vollständig bestimmt ist. 




T.clirsatz 2. Hat tnmt zwei projeUimscke gerade Gebilde 
mif A und B in nickt perspektivischer Lage, so hiälea die Ver- 
Inndtingsgeradm Jiomologer Funkte einen Kegelschnitt ein. 
10, Denn entsprechen den Punkten c, b, e von A die Punkte 

c', b', e' von B, wodurch die Projektivität festgelegt ist, so 
eonstruire man den Kegelschnitt K, der A, B und die drei 
Geraden cc' = C, bb' = D, tt' = E berührt, dann sehneiden 
die Tangenten von K nach dem Lehrsatze 1 auf A. und B 
eben diese pvojektivischen Punktreihen aus, die C, D, E in 
je einem Paar homologer Punkte treffen. 

Wie ersichtlich entspricht dem Schnittpunkte t von A 
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und B auf Ä der Berülirungspimkt a und auf B der Bo- 
rüliruagapuakt i. 

Projicirt man aus einem Punkte x der Ebene die ein- 
ander projettivischen Puuktreihen, welche die Tangenten von K 
auf irgend zwei seiner Tangenten A, B ausscLneiden, so er- 
hält man in x zwei conlocale projektivische Strahle nbüsehel, 
die höchstens zwei Deckatrahlen haben. Sind dieselben vor- 
haudeiij G, M, so sind sie Tangenten von K und es folgt 
daher: Durch einen Funhtx gehen, höchstens swei Tangenten von K. 

lat X auf einer Tangente X von K gelegen, so geht 
notwendig noch eine Tangente Y durch x\ denn die conlocalen 
projeetivischen Büschel in x haben einen Deckstrahl X, also 
noch einen Y. Oder auch: Läset man A mit X zusammen- 
fallen, so entspricht dem Punkte x von X auf B der Punkt x' 
und xx' ist die zweite Tangente Y. Nur in dem Falle, wenn 
X der Berührungspunkt der Tangente X wäre, würde x' in 
den Schnittpunkt von X mit B fallen, also Y mit X zu- 
sammenfallen, Ist also X ein Punkt des Kegelschnittes K, 
so fallen die beiden Tangenten, die von ihm an K gehen, in 
eine zusammen, 

Anmertuiig. Liegen die Punktreihen auf A and B 
perspektivisch, so gehen die Strahlen, welche homologe Punkte 
verbinden, durch einen Punkt s. Da aber im Schnittpunkte t 
der beiden Geraden auch ein Paar homologer Punkte liegt, 
so enthält jede durch t gehende Gerade auch ein Paar homo- 
loger Punkte, es kann also das Punktepaar s, t als Enveloppe 
der Geraden betrachtet werden, welche homologe Punkte von 
A und B verbinden. In dieser Auffassung stellt irgend ein 
Punktepaar der Ebene einen zerfallenen Kegelschnitt dar, 
dieser als Enveloppe seiner Tangenten betrachtet. 



§ 4. Projektivische Gebilde auf dem Kegelschnitte. 

Dcflnitioii. Legt man einen Strahlenbüschel (a) mit seinem 

Scheitel a auf einen Punkt des Kegelschnittes K, so schneiden 

die Strahlen von (a) auf K ein krummes Gebilde aus, be- 

1 aus der Gesammtheit der Punkte von K. Wir wollen 
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das hrumme G^Me dem Strählmhilscftel projeMivhcli t 
wobei jedem Strahle von (a) der Punkt von K entspricht, in 
welchem er, ausser in a, den ff noch sehneidet. Demzufolge 
wird das krumme Gebilde auf K aus jedem beliebigem Punkte 6 
des Kegelschnittes ff durch einen zu ihm projekti vischen 
Strahl enbüschel (&) projicirt. Denn es ist (6) A (<^)j da sie 
dieselben Punkte von ff projieiren. 

Lehrsatz 1. Dk Tangenten der Rinhte eines Kegelschnittes 
schneiden eine feste Tangente desseSten in einem mm Jcrummen 
Gebilde projeMivisehen geraden Gebilde. 
Fig 29. Durchläuft nämlich ä den Kegelschnitt ff, so beschreibt 

ad den Büschel (a), der zum krummen Gebilde auf ff pro- 
jektivisch ist. Also beschreibt auch a auf hc und daher auch 
b' anf S je ein «um kmmmen Gebilde auf K projektivisches 
Gebilde, indem k der Schnitt von {d) und b' die Projektion 
von u ans C ist. 



liehrsatz 3. Zwei hnimme Gebilde auf demselben oder 
auf verschiedmen Kegelschnitten können stets so auf einander 
prtg^timsch heeogen werden, dass drei heliebig gewählten Funkten 
des einen drei beliebige des andern eittsprecken. 

Denn die Büschel, welche die krummen Gebilde pro- 
jieiren, können in der verlangten Weise projektivisch anf ein- 
ander bezogen werden. 
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Es mögen die krummen Gebilde auf demselben Kegel- ^e- si. 
schnitte K liegen und den Punkten a, b, c sollen die Funkte 
a',h',c' entsprechen. Die 
Vetvollstäudiguug der 
Gebilde kann so ge- 
schehen : Man projicire 
das Gebilde a, h, c, x aus 
dem Punkte a' und das 
Gebilde «', b' , c', x' aus 
a, dann wird 
a' (abcxjy^ a(a' b' c' x') 
und da die Büschel im Strahle aa' entsprechende Strahlen 
haben, so schneiden einander die übrigen entsprechenden 
Strahlen in Punkten einer Geraden T. Sind also ß, f die 
Schnittpunkte von ab' , a'b und ac', a'c, so ist ßy^F, und 
wenn a'x die T in ^ schneidet, so bestimmt a^ auf K den 
Punkt x'. Wir nennen die Gerade T aus diesem Grunde die 
Vervoüständigungsaxe der krummen projektivischen Gebilde. 
Von derselben gilt der folgende Satz: 

Die Vervollstänäigutigsaxe der prcgektivischen Gebilde ändert 
sich nicht, wenn an Stelle der ursprünglich gewählten Büschel (a) 
und («') irgend iswei Büschel gewählt werden, deren Gentren 
homologe J^rnkte der Icrummen Gebilde sind. 

Es genügt zu zeigen, dass T sich nicht ändert, wenn ks. 3 
man c' und c an Stelle von a' und a nimmt. 

Schneiden sich die Geraden cb' und c'b in a, so hat 
man nur zu zeigen, dass ay durch ß geht, indem ay die 
Vervollständigungsaxe für die Büschel 

c'(alc . . •) A c{a'b'c' . . .) 
wird. Es ist der Büschel 

a(ce'b'a") J\ iific'b'a'), 
da beide dieselben Punkte von K projiciren. Daher schneidet 
(a) die Gerade a'c in einem geraden Gebilde, welches zu 
dem geraden Gebilde auf b'c, welches (6) ausschneidet, per- 
speMivisch ist, indem im Punkte c sich die homologen Strahlen 
ac und bc schneiden. Nun enthält ab' sowie ba' je ein Paar 
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homologer Punkte der geraden Gebilde auf a'c und b'c, also 
ist ibr Scbnitt.punlit ß das PerspektiFitäfcseentram der geraden 
Gebilde, und da « und y ein Paar boraologer Punkte sind, 
so gellt ay durch ß. 

Sind also x, x' irgend ein Paar homologer Punkte der 
krummen projekti vi sehen Gebilde und ^ ein Punkt ibrer Ver- 
voll stand igungsaxe T, und schneidet x^ den K in y', x'i, in j/, 
so sind 1/, j/' wieder ein Paar homologer Punkte. 

Anmerkung. Schneidet die Vervollstäudigungsase T 
den Kegelschnitt K in zwei Punlcten, so sind dieselben die 
Deckpunkte der projekti vis eben krummen Gebilde. 

Anfgalbe. Die Deckelemente zweier conlocaler projek- 
tivischer Gebilde sind zu construiren. Mau kann durch Pro- 
jektion die conlocalen Gebilde stets auf zwei conlocale pro- 
jektivische Strahlenbüschel zurückführen . Legt man nun durch 
den Scheitel der Strahlenbüschel einen Kreis Si, so erhält man 
auf diesem zwei krumme projektivisehe Gebilde, deren Ver- 
Tollständigungsaxe nach Obigem construirt werden kann. 
Schneidet sie den Kreis in zwei Punkten, so sind die Strahlen 
des Büschels, die diese Punkte projiciren, Deekstrahlen der 
projekti vi sehen Büschel, und ihnen entsprechen die Deck- 
elemente der ursprünglich vorgelegten Gebilde. 
i Zusatz. Da a, h, c, a', h', e' sechs ganz beliebige 

Punkte des Kegelschnittes K sind, so ist in der Thatsaehe, 
dass die drei Punkte a, ß, y auf einer Geraden liegen, ein 
Satz über sechs Punkte 
eines Kegelschnittes ent- 
halten, den wir unab- 
hängig von der projekti- 
vischen Beziehung der 
krummen Gebilde aus- 
sprechen können. Wir 
nennen in dem Sechseck 
aö'ca'&c' je zwei Seiten, 
die in dem einen und an- 
deren Sinne (in dem das Sechseck von einer Ecke aus durch- 
laufen werden kann) um dieselbe Anzahl Ecken von einander 
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abstehen, einamler gegenüherliegende Sdtm. Diese siud: ab' 
und a'b, V c und hc' , ca' und c'a. Den obigen Satz können 
wir dann so aussprechen: 

In jedem einem Kegelschnitte eingeschriebenem Sechsecke 
scknddm sich die drei Faare gegenüberliegender Seiten in drei 
PmiUm einer Geraden. 

Der Satz bleibt auch bestehen, wenn zwei der Punkte z. B. 
a und c' zusammenfallen, wenn nur an Stelle von ac' dann die 
Tangente des Kegelsclmittes gesetzt wird. Föllt a mit c', & mit 
a und e mit b' zusammen, so lautet dann dieser Satz: Sind a, b, c 
drei Punkte des Kegelschnittes, so sckneiäen ihre Tangenten die gegeti- 
ilberliegenden Seiten des Dreieckes in drei PutMen einer Geradm. 

Der obige Satz ist nach seinem Entdecker Vascal (1623 — 
1662} als Pascal'scher Satz bezeichnet worden. Man nennt 
jedes Sechseck, dessen drei Paare gegenüberliegender Seiten 
sich in den Punkten einer Geraden schneiden, ein Pascal'sehes 
Sechseck und ea gilt auch die Umkehr des obigen Satzes: 

Jedes Fascal'sche Sechseck ist einem Kegelschnitte ein- 



Demi ist abca'h'c' Fig. 31 ein Pascal'sches Sechseck 
und man legt durch a, i, c, a', b' den Kegelschnitt K, so 
mues er auch durch c' gehen, denn K kann als Erzeugnis 
der projektivischen Büschel (a) und (b) betrachtet werden, 
welche die Geraden a'c und &'c in perspektivischen Punkt- 
reihen schneiden, deren Perspektivitatscentrum ß ist, also 
sind ay und 6k ein Paar homologer Strahlen, die sich in c' 
schneiden. 

Dieser Satz kann dazu benutzt werden, Punkte eines 
Kegelschnittes zu construiren, wenn fünf Punkte desselben 
gegeben sind, 

g 5. Die Involution auf dem Kegelschnitte. 
Legt man eine Strahleninvolution mit ihrem Seheitel auf 
einen Punkt a des Kegelschnittes Ä, so schneiden ihre Strahlen- 
paare den K in Punktepaaren einer Involution, die aus jedem 
Punkte a: des Kegelschnittes wieder durch eine Strahleninvo- 
lution projicirt wird. Hiebei bildet die Tangente X von K 
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in X mit dem Strahle, welcher x mit seinem homologen x' ver- 
bindet, ein Paar der Strahlen in volution in (_x). 
ä. Von einer Involution auf K können zwei Paare aa', W 

willkürlich gewählt werden, wodurch sie bestimmt ist. Pro- 
jicirt man dann die Involution aus zwei Punkten a, a' von K, 
die ein Paar hilden, so müssen sieh homologe Strahlen der 
Büsche! 

a{a'h'h...)7\a'(aW ..:) 
in Punkten einer Geraden ^, der VervoUständigungsaxe 
achneiden, die durch (\, r geht, wenn aV, a'b sich in q und 
ab, a'b' in r schneiden. Durchläuft b, b' die Involution, so 
beschreiben ai und aV eine Strablenin volution in (ß) und q, x 
eine Punktinvolution auf S^. Dieselbe Punktinvolution wird 
auch von der Strahleninvolution in (a') ausgeschnitten. Die 
Schnittpunkte von 5ß mit K sind die Deckpunbte der Involution 
auf X Je nachdem also $ den K sehneidet oder nicht 
schneidet, ist die Involution hyperbolisch oder elliptisch. 




Da die Tangente Ä in a mit aa' ein Paar der Strahlen- 
iuvolution in («} bildet und ebenso a'a mit der Tangente Ä' 
in a' ein Paar der Involution in (a') ist, so müssen ein- 
ander A und A' in einem Punkte a auf 5|J sehneiden, der 
mit dem Schnittpunkte cc von aa' mit 5p ein Paar der In- 
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volution (], X auf 5ß bildet. Dasselbe gilt von den Tangenten 
irgend eines Punktepaares der Involution auf K. Wir wollen 
die V er V ollständig ungsaxe ^ die Polare der Involution nennen 
und haben daher folgenden; 

Leiii&at/ 1 Die Tangenten des Eegelsckmttes tn den 
Fun!„tepaaien emei Imolutton auf demselben schneiden siok in 
Funlten det Folate det Involution 

Loliisatz 3 Zu jeüet Ooadett 5|3 da Lhmf ines Kegel 
sihmftib Ä gphort eine iPbtimmte Inuhittcn auf K, dorn Fi Jarc 
sie ist. 

Es seien A, Jß irgend zwei Tangenten von K, die ^ in 
a und b schneiden, dann gehen von a und 5 noch je eine 
Tangente Ä' und B' an K. Sind dann a, b, a', l>' die Be- 
rührungspunkte der Tangenten auf IC, so hat die Involution, 
die durch die Paare aa, bb' bestimmt ist, 5ß zur Polare. 

Nur in dem Falle, dass ^ selbst Taugente von K wäre, 
würden die Tangenten Ä' und B' mit ^ ausammenfallen 
und a, b' würden im Berührungspunkte p von 5ß coincidiren. 
Die Involution wäre dann keine eigentliche mehr, indem ap 
und hp ihre Paare sein sollten. Der Punkt p bildet dann 
mit jedem Punkte des Kegelschnittes ein Paar dieser speciellen 
Involution. Wir wollen eine solche Involution eine para- 
bolische nennen. 

Lelirsatz 3. Die Geraden aa', bb', weldie die Paa/re 
einer Involution auf dem K^elschnitte K tragen, gehen durch 
einen festen jPunht ^) der Ebene, den ivir Pol der Involution 



Schneiden sich nämlich die Geraden aa' und bb' in p rig 
und wird aa' von *]3 = qr in « geschnitten, so ist [««a'p] 
ein harmonisches Quadrupel und p bleibt daher fest, wenn 
bb' die Involution durchläuft, da (\, X stets auf 5p liegt. 
Sehneidet bb' die Polare 5ß in ß, so ist auch [p b'ß 6] ein 
harmonisches Quadrupel und es folgt der 

Satz: Die Paare bb' der Involution auf K werden auf 
den Strahlen bb'ift durch dm Pol p tmd die Polare 5ß harmo- 
nisch getrennt. 
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Lehisit/ 1 Jfdfm Punlto p der Eheiir (/w Ra/elschmUes 
K enhptKM auf K ant Involution, doen Pul ei i'if. 




Verbindet man nämlich \i mit den Pimkben a, h des 
Kegelschnittes, so achneiden diese Geraden K noch, in a' und 
V und die Involution, welche aa', hb' zu Paai'en hat, hat ^ 
zum Pol. 

Nur in dem Falle, dafs p selbst ein Punkt von K ist, 
fallen a' und i' in p zurück und die Involution wird para- 
bolisch. Wir haben daher: 

Dm Tangenten und IHiiüitm des Kegelsdiniües K entsprechen 
parabolische Involutionen aufK, deren Polc^en resp. Pole sie sind 

Aufgabe, Eine Involution ist durch zwei ihrer Paare 
gegeben, man construire beliebige Paare, speciell ihre Deck- 
elemente. Die Involution sei im Strahl enb fisch ei (a) angenom- 
men. Der Kreis ^, welchen man durch a legt, schneidet sie 
in einer krummen Involution, deren Pol p und Polare 5p seien. 
Jeder Strahl durch p schneidet dann S in einem Paare der 
Involution und die Polare 5ß schneidet S in den Deckpunkten 
der Involution, die also auch die Deekstrahlen in (a) bestimmen. 

Zusatz. Sind von einer Sirahlenmvolutwn (t) mvd Slrahlen- 
pcuwe AA', BS' auf einander senhrechty so stehen je mvei 
Strahlen CC, die ein Paar derselben sind, auf einander senk- 
re(M, Denn legt man durch den Scheitel t des Büschels einen 
Kreis ^, welcher die Strahlen in aa', hb' schneiden möse, 
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SO ist der Schnittpunkt von aa' mit bb' oder der Pol der 
Involution auf K der Mittelpunkt m von S, denn ata' und 
htV sind rechte Winkel. Also musa cc' auch durch m gehen, 
daher senkrecht auf C stehen. Eine solche Involution 
heisst drciilar. 

Es seien die Punkte g, h die Schnittpunkte der Polare ^ 
5p mit K, also die Deckpuulite der Involution, deren Polare 
^ und Pol p ist, die die Paare aa', ib' hat. Betrachten wir 
nun die Involution, deren Po! q ist, die also durch die Paare 
ab', a'b bestimmt ist, so ist deren Polare offenbar die Ge- 
rade pv untl g, h sind ein Paar dieser Involution, also schneiden 
sich die Tangenten (?, H von K in g und h in einem Punkte 
der Geraden pr. Da aber gh auch ein Paar der Involution ist, 
deren Pol r ist, die die Paare ah und a'b' bestimmen, also pq 
zur Polare besitzt, so schneiden sich G, S auch in einem 
Punkte von pq d. h. G, H schneiden einander in p. Daher der 

8atz: Die Tangenten in den DecI^unMen einer Involution 
atif K schneiden eincmder in dem Fole d&r InvohiUon. 




Gehört mithin dem Punkte p der Ebene des Kegel- 
schnittes K eine hyperbolische Involution auf K zu, so 
gehen von p an den Kegelschnitt zwei Tangenten, welche K 
in den Deckpunkten g, h der Involution berühren. Die Po- 
lare ^ der Involution schneidet K in g und K Wir wollen 
sagen ein solcher Punkt p Hegt ausserhalb des Kegelschnities K. 
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Demgemäss lieissen dio Punkte p, denen eine elliptische 
Involution auf K entspricht, innerhalb des Kegelschnittes ge- 
lten. Die Polare ^, welche zu einer solchen elliptischen 
Involution auf K zugehört, kann den Kegelschnitt nicht 
schneiden. 

Zusatz. Hat die Involution auf K Fig. 34 zwei Deck- 
punkte g, h, so wird jedes Paar bb' derselben aus irgend 
einem Punkte x von K durch zwei Strahlen projicirt, welche 
von xg andxh harmonisch getrennt werden (Definition Seite20). 
Wir wollen [bgh'h] als harmonisches Quadrupel auf dem 
Kegelschnitte hezeiclmeu, und köunen daher sagen: Jedes 
Faar einer hyperbolischen Involution auf K bildet mit den Bech- 
funkten em harmonisches Quadrupel. 

Aufgabe. Man hat auf dem Kegelschnitte K die Punkte 
a,b gegeben; es soll der Punkt ä bestimmt werden, welcher 
einen beliebig angenommenen Punkt c von K harmonisch von 
«, b trennt. Man constraire in a und b die Tangenten von 
K, welche sich in p schneiden mögen, dann trifft pc den K 
in dem verlangten Punkte d. 



§ 6. Pol und Polare. 

DeftnitioD. Der Punkt p der Ebene eines Kegelschnittes 
K soll Pol einer Geraden Sß, und diese Polare des Punktes p 
heissen, wenn p und Sß dieselbe Involution auf K indudren. 

Hiernach gehört zu jedem Punkte der Ebene eine be- 
stimmte Polare, deren Pol er ist, und zu jeder Geraden ein 
bestimmter Pol, dessen Polare sie ist. Dem Punkte a des 
Kegelschnittes gehört die Tangente Ä als Polare zu, und jeder 
Tangente A gehört ihr Berührungspunkt a auf K als Pol zu 
(§ 5, Lehrsatz 2 und 4). 

Die PunMe der Geraden $ heissen zvm Pol p conjugirt 
in Besug auf den Kegelschnitt K, und ebenso heissen die 
Geraden durch p conjugirt su ^ in Besug amf K. 

Lehrsatz 1. Ist der PunJct q conjtigirt zu p, so ist auch 
p conjugirt xu q in Besug auf K. 
5. Wir haben nur zu zeigen, dass die Polare Ö von q durch 
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p geht Dies folgt aus dem Anblick der Fig. 35, indem 
tir = D offenbar die Polare von q ist, also durch p geht. 




Folguning 1. Durchläui't q eine Gerade $, so beschreibt 
seine Polare O einen Strahlenbüschel (p), dessen Scheitel p 
der Pol von ^ in Bezug auf K ist. 

2. Beschreibt eine Gerade D den Strahlenbüschel (p), so 
durchläuft ihr Pol q ein gerades Gebilde auf 5ß, so dass ^ 
die Polare von p ist. Denn sind D^ und D^ zwei Gerade 
durch p, deren Pole q^ und q^ sind, so werden die Polaren 
der Punkte von c\,c\^ den Büschel (p) beschreiben. 

3, Ist die Gerade D conjugirt zu ^, so ist auch ^ 
conjugirt zu C Denn, da O, durch den Pol p von ^ gßht, 
so liegt der Pol q von Sl auf ^. 

4:. Der Schnittpunkt zweier Geraden ist der Pol der 
Verbindungsgeraden ihrer Pole, und die Verbind ungs ge- 
rade zweier Punkte ist die Polare des Schnittpunktes ihrer 
Polaren. 

Die Polaren der Punkte einer Tangente Ä von K gehen 
durch den Berührungspunkt a derselben, und die Pole aller 
Geraden durch a liegen auf der Tangente Ä von a. Daher 
ist der Punkt a von K conjugirt zu jedem Punkte der Tan- 
gente Ä, also auch sich seihst, und die Tangente A ist con- 
jugirt zu allen Strahlen durch n, also auch sich seihst. 
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Wir wollen zwei Punkte Jj, q, die in Bezug auf X einan- 
der conjugirt sind, conpigirte Pole von K nennen. Ebenso 
sollen zwei Gerade 5ß, D, die in Bezog auf K einander con- 
jugirt sind, conjugirte Polaren heissen. Sind also p, q eon- 
jugirte Pole von K, so heiast das: die Polare von p geht 
durcli q und daher auch die Polare von q durch, p, 

Lehrsatz 3. Bie conjttgirtm Fole von K auf einer Ge- 
raden 5]3 hilden eine Involution und werden aus dem Fole p der 
Geraden 5ß diwcli eine Involution conjugirter Volaren prajicirt. 
la. Wir haben bereits gesehen, dass pt ^ !Q die Polare von 

q, vmd pq = 31 die Polare von x ist, und dass q, r auf ^ 
eine Involution beschreiben, wenn bh' die Involution auf K 
durchlaufen, welche von p und ^ inducirt wird. £1, SR durch- 
laufen hiebei die Involution conjugirter Polaren im Strahlen- 
biischel (p). 




Folgerung 1. Projicirt man die durch Sß inducirte In- 
volution auf K aus einem beliebigen Punkte a von K auf 
die Gerade ^, so erhält man auf derselben die Involution 
conjugirter Pole. 

3. Piojicirt man die Involution conjugirter Pole der Ge- 
laden 5|ß aus oinom beliebigen Punkte a des Kegelschnittes 
auf diesen, 6>o erhält man auf K die Involution, welche ^ 
aut demselben inducirt. 
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3. Projicirfc man die Punkte eines Kegelschnittes aus 
zwei Punkten a, a d'easelben, die mit p auf einer Geraden 
liegen, so erhält man auf der Polare 5ß von p die InYolutiou 
conjugirter Pole. 

4. Projicirt man die Involutiün conjugirter Pule auf ^ 
aus zwei Punkten a, a you K, die mit deni Pole )) von '^ 
anf einer Geraden liegen, so schneiden sich entsprechende 
Strahlenpaare ausser auf ^ noch m den Punkten von K. 

Die Richtigkeit der Folgeruugeu ergibt sich aus dem 
blossen Anblicke der Fig. 35 und dürfte es daher überflüssig 
sein, jede derselben des Langen zu beweisen. 

Aus 1. folgt, dass die Deckpunkte g, h der Involution 
auf K auch auf ^ die Deckpunkte der Involution conju- 
girter Pole sind, und dass daher die Tangenten G, H von K, 
die durch p gehen, die Decbstrahlen der Involution conjugirter 
Polaren von ^j sind. 

Da auf jeder Geraden ^ der Ebene des Kegelschnittes 
K eine gana bestimmte Involution conjugirter Pole auftritt, 
die nicht notwendig hyperbolisch zu sein braucht, so wollen 
wir folgende Definition einführen: 

Die Becl^itn'kte (fer auf ^ aufh-etenden IwöoluUon conjiir- 
girier Pole von K sind die Schniüpunkte von K mit 3ß. Wir 
bezeichnen dieselben als ein Faar imaginärer I^nlcte, wenn 
die InvöluUon elliptisch ist, und im Oec/ensate hiemi als reelle, 
we»» die Involution Jiyperbolisch ist. 

Indem hiemit die Deckpunkte der elliptischen Polinvo- 
lution als ein Paar imaginärer Punkte des Kegelschnittes de- 
finirt sind, können wir sagen: Jede Gerade der Ebene schneidet 
den Kegelsehnitt K in mcei Punkten, die entzpeder reell oder 
imaginär sind. Die Tangenten Ä von K schneiden nur in 
einem, oder besser gesagt in zwei zusammenfallenden Punkten 
den Kegelschnitt K; die Involution conjugirter Pole auf A 
hat nämlich nur den Berührungspunkt a zum Deckpunkt, oder 
in a fallen zwei Deckpunkte der parabolischen Involution auf 
K zusammen. 

In derselben Weise sollen die Deckstrahlen der Involution 
conjugirter Polaren eines Punktes p ein Paar imaginärer Tan- 
genten von K heissen, wenn die Involution elliptisch ist und 
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reelle, wenn sie hyperbolisch ist. Liegt a auf K, so ist die 
Involution parabolisch und beide Deckstrahlen fallen in die 
Tangente A. 

Nach der Definition in § 5 Seite 58 liegen die Punkte, 
von denen imaginäre Tangenten an K gehen, imierhalh K uud 
die, von denen reelle Tangenten an K gehen, mtsserhalb K. 



§ 7. Die Poldreieoke eines Kegelschnittes. 
5. Sind a, 6, c, d vier Punkte eines Kegelschnittes K und 

pqr das Diagonaldreieck des volistäudigen Viereckes ah cd, 
so ist 

1) p der Pol der Geraden qr = 5ß und beide induciren auf 
R die Involution, deren Paare ah, de sind; 

2) q der Pol der Geraden ()t = D und beide induciren auf 
K die Involution, deren Paare ac, hd sind, und 

3) r der Pol der Geraden p q = Sf{ und beide induciren auf 
K die Involution, deren Paare ad, bc sind. 

Das Dreieck pqr hat also die Eigenschaft, dass jede 
Ecke Pol der gegenüberliegenden Seite in Bezug auf K ist. 




Drei Punkte p, q, t, die ein solches Dreieck bilden, wollen wir 
ein Tripel conjagirter Pole nennen, das Dreieclc selbst soll Po- 
lardreieck oder Poldreieck von K hdssen. 
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Von einem Tripel conjugirter Pole kann man einen 
Punkt p ganz willkürlich in der Ebene, einen zweiten q auf 
der Polare ^ des gewählten Punktes annehmen, wodurch das 
Tripel bestimmt ist, denn die Polare £l von q schneidet dann 
Sß in dem Punkte t, der Poi von p(\ ist. 

LeJhrsatz 1. Hat man ein Tripel conjugirter Pole ^, q, t 
von K tmd projicirt man dasselbe atts einem wiüM/rlichen Rmkte 
a von K auf den Kegelschnitt nach h, c, d, so gehen die Seifen 
des Ih-eieckes hcd durch die Funkte ^,0,,x und zwar jede 
Seite durch den Punkt, dessen Projektion die gegenüberliegende 
Ecke des Dreieckes lieferte. 

Denn da q der Pol von D ist und p, X ein Paar eonju- Pig. ac. 
girier Pole von K auf D sind, so liefert die Projektion i, d 
von 13, r a,\ii K ein Paar der von O, also auch q, inducirten 
Involution (Folgerung 2 7.a Lehrsatz 2 des § 6), also geht db 
durch q, u. s. w. 

Die Punkte a, b, c, d bilden daher ein Vieieckj dessen 
Diagonaldreieck pqr ist. 

Lehrsatz 2. Ist p, q, r ein Tripel conjtigirter Pole von 
K, so liegt stets einer der Funkte innerhalb und swei 
ausserhalb K. 

Die drei Pole p, q, r induciren auf K drei Involutionen, i^ig. sa. 
welche durch je zwei der aeeha Paare bestimmt werden, die 
die vier Punkte a, b, e, d zu zwei und zwei zusammengefassfc 
liefern. Von diesen Involutionen ist aber nach Kap. I. § 3. 
Lehra. 6 Seite 19 notwendig eine elliptisch, ihr Pol liegt alao 
innerhalb K, und zwd sind hjperbolischj ihre Pole liegen 
ausserhalb K. 

Liegt daher q innerhalb K, so ist die Involution conju- 
girter Pole auf D elhpfcisch, und D schneidet also K in zwei 
imaginären Punkten. Hingegen schneiden ^ und SR, die Po- 
laren von 'p und t, den Kegelschnitt in je zwei reellen Punkten, 
da die Involutionen, welche p und t induciren, dann hyper- 
bolisch sein müssen. 

Folgerung 1. Liegt q innerhalb K, so schneidet jede 
durch q gehende Gerade öi den Kegelschnitt K in stvei reellen 
Punkten, denn ihr Pol t liegt auf Q und bildet mit dem 
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Schnittpimlrte ^5 von HR mit D und mit q ein Tripel Cünju- 
gjrter Pole, daher ist die Involution, welche r inducirt, hy- 
perbolisch. 

2. Liegt q innerhalb K, so liegen alie Punkte seiner 
Polaren Q ausserhalb K. 

3. Liegt ^ ausserhalb K, und sind G, Ji die Tangenten 
von K, welche in den Schnittpunkten g, h der Polare 5(5 von p 
den Kegelschnitt K berühren, so sehneiden die Geraden eines 
Winkelrauniee G- . H den Kegelschnitt in zwei reellen Punkten, 
die Geraden des Nebenraumes in zwei imaginären. Die Punkte 
von 5ß, welche innerhalb des ersten Winkelraunies liegen, 
sind innerhalb K, die des letzteren ausserhalb K gelegen. 
Liegt nämlich 5R innerhalb des ersten Winkelraumes, so liegt 
ihr Pol X auf $ ausserhalb K, also muss der Schnittpunkt q 
von Ift mit 5p innerhalb K liegen, da (J q r ein Poldreieck 
ist. Dann achneidet aber |) r = £1 den Kegelschnitt nicht, 
und da G, H Deckstrahlen der Involution conjugirter Polaren 
sind, so trennen G, H die Geraden 3J, D harmonisch, daher 
liegen letztere in verschiedenen Winkelräumen zwischen G . H. 

4. Wird die Ebene E des Kegelschnittes K collinear 
auf eine Ebene E' abgebildet, so entspricht dem Kegelschnitte 
K ein Kegelschnitt K' in E'. Hiebei wird jedem Punkte ^i 

von E, der | ^ „ ! X liegt, ein Punkt J)' in E' ent- 

sprechen, der I J Ä^' liegt. Da nun jeder Kegel- 

schnitt K so collinear abgebildet werden kann, dass IC ein 
Kreis wird, § 1 Lehrs. 2 Seite 38, so bildet jeder Kegelschnitt 
eine geschlossene Linie, welche die Punkte, die innerhalb des 
Kegelschnittes liegen, trennt von den Punkten die ausserhalb 
desselben liegen. Man kann daher auf stetigem Wege inner- 
halb der Ebene des Kegelschnittes K nicht von Innen nach 
Aussen gelangen, ohne K in einem Punkte zu flb er seh reiten. 

5. Zwei Involutionen auf demselben Träger haben stets 
ein Paar gemeinschaftlich, wenn wenigstens eine derselben 
elliptisch ist. Denn projicirt man sie auf einen Kegelschnitt 
K und sind |) und q die Pole der Involutionen, so muss einer. 
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etwa q, innerhalb liegen, dann schneidet aber pq den Kegel- 
schnitt in zwei reellen Punkten a, 6, die ein Paar jeder der 
beiden Involutionen sind. 

Sind beide Involutionen hyperbolisch und g, h die Deck- 
punkte der einen, g^, h^ die der anderen, so haben die Invo- 
lutionen nur dann ein reelles Paar a, i gemeinschaftlich, 
wenn g, h von g^, h^ auf K nicht getrennt wird, denn «, & 
muss dann aowol g, h als g^, h^ harmonisch trennen, also 
müssen a, b die Deckpunkte der Involution sein, deren Paare 
g, Ä und jf^, Ä, sind. 

Zustitz. In jeder Strahlen Involution (t) gibt es ein zu 
einander senkrechtes Strahlenpaar. 

Denn legt man durch t einen Kreis Ä, welcher in m 
seinen Mittelpunkt hat, so wird die auf ihm von der Strableu- 
involution ausgeschnittene Punktinvolution ihren Pol in p 
haben und pvx sehneidet daher §t in einem Punlttepaare, das 
mit t verbunden, das einzige rechtwinklige Strahlenpaar 
liefert. Hätte die Involution in (() zwei solche Paare, so 
müssten alle Paare zu einander senkrecht stehen. Sie ist 
dann eine circulare Involution. (Zusatz zum Lehrsatze 4 des 
§ 5, Seite 56.) 

6. In einer elliptischen Involution wird jedes Paar von 

anderen bestimmten harmonisch getrennt. Sei a, a' 

n Paar der Involution auf K, deren Pol q innerhalb K 

;egt, ist i; der Pol von aa', so muss rq den Kegelschnitt 

in zwei reellen Punkten 6, b' schneiden, die ein Paar der In- 

volntion sind und a, a harmonisch trennen. 

Aomorkung;. In einer hyperbolischen Involution exi- 
stiren keine zwei Paare, die einander harmonisch trennen, 
denn die Paare einer solchen Involution dürfen einander 
überhaupt nicht trennen. 

Lelirsatz 3. Sind aa, &6 zioei Paare cowjtigirler Pole von i^ 
K, so sind oMch der Schnittpunkt c von ab mit ab und c, 
der Scfmitbpv/nht von a 6 mit b a, ein Faw eonjugirter Pole von K. 
Durch zwei Paar eonjugirter Pole ist mithin stets ein drittes 
bestimmt. 
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TTL § 7. Pol und Polare. 



Es sei t Pol vou ah in Bezug aut'Ä, also t'o die Polare 
Ton & und fti Polare tou «. Dieselben mögen a'^ in ß resp. c; 
schneiden. 




Dann sind hß und ßa zwei Paare der Involution con- 
jugirter Pole von K auf ah, wodurch diese bestimmt ist. 
Schneidet nun tz die ai in f, so ist cy auch ein Paar 
dieser Involution (Kapitel I, § 3, Lehrsatz 3, Seite 16), ako 
ist ty Polare von c d. h. e und C sind conjugirt in Bezug 
auf K. 
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IV. Kapitel. 

Iiiiagiiiäre Restimmuiigsstüeke des Kegelsclmittes. — 

Adjnngirte Iiivoliitioii. ■ — Polarsystem. — Metrische 

Eigenschaften der Kegelschnitte. 

§ 1. Construktion des Kegelschnittes aus imaginären 
B e Stirn nmngssfiieken . 
Die Fundamentalconstruktion des Kegelschnittes (IIT, § 2) ^ 
zeigt, dasa auf jeder durch t gellenden Geraden T die Invo- 
lution conjugirter Pole bestimmt ist durch die zwei Paare 
tr und Kß, und dass ]■ der Pol der Geraden F ist. Aber 

4^ 




auch die Involution conjugirter Polaren in y ist bestimmt 
durch die zwei Paare yt, yab ^ T und ycc, yß. Die letz- 
teren zwei Geraden projicireu die Schnittpunkte der Tangente 
C oder D auf A und S, wir haben daher den später zu be- 
nutzenden: 

Lehrsatz 1. Atis jedem PimMe y def Geraden T, Polare 
des SAnittpwnktes t der Taiigenten Ä und S eines Kegelschnittes, 
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werden die pi-ojeUiviscken Firnktreikm auf A undB, welche die 
Tangenten des Kegelschnittes auf ihnen cmsschmiden, durch eine 
und dieselbe Strahleninvolution projicirt, welche die Involution 
conjugirter Folaren des Pui^Ues y ist. 

Wir gehen nun zor Oonstruktion cles Kegelschnittes über, 
wenn Involutionen conjugirter Pole oder Polaren desselben 
gegeben sind. 

1= Aufgabe. Ein Kegelschnitt ist 7U eonstrairea, von 
dem gegeben ist der Pol p der &piaden ^, die Involution 
conjugirter Pole auf ?ß und ein Punkt a 
Fig. 39. Man ziehe pa, weiche Oetdde ^ in r schneiden möge. 

Ist dann t der zu r zugehoiige Punkt dei Involution auf ^ 
und a' der Punkt, welchei a von p, t luf dei (lernden pta 




haimouisch trennt, ist ferner aa ein zweites Paar der In- 
volution auf ^, und schneiden einander aa und a' tx' in b 
so wird der ICegelschnitt, welcher durch a, a', b geht, in a 
und a' die Tangenten ta=^ A und ta' ^ Ä' hat, der ver- 
langte sein. Denn nach der Eingangs gemachten Bemerkunj 
hat K auf Sß die Punkte t, t und k, a' zu conjugirten Polen, 
also auch die gegebene Involution conjugirter Pole, und p ist 
der Pol von ^, da a, a durch p und Sß harmonisch getrennt 
sind, und t der Pol von aa' ist. Aus der 4. Folgerung zu 
Lehrs. 2 des § 6, Kap. III, Seite 61 ergibt sich, dass wenn 
nun aus a und a' die Involution conjugirter Pole auf ^ pro- 
jieirt wird, man alle Punkte des Kegelschnittes erhält. So 
schneiden sich aa und aa in &', einem Punkte von K. 
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Die obige OoiiMtmktion ist ganz unabhängig davon, ob 
die Involutionen auf 5ß und in ((]) hyperbolisch oder ellip- 
tisch sind. Sind sie hyperbolisch, so stellen sie ein Paar 
Punkte und ihre Tangenten des Kegelschnittes dar. Sind sie 
elliptisch, so wollen wir sagen; vom Eegelschnitte sind ge- 
geben ein Farn- imaginärer lenkte und ihre (imaginären) Tanr 
genten, dann ist er noch durch einen (reellen) Funkt voll- 
ständig bestimmt. 

3. Aufgahe. Von einem Kegelschnitte sind gegeben die 
Involutionen eonjugirter PoJe auf zwei Geraden ^ und El, 
sowie ein Punkt a; derselbe ist zu constrairen. Wir setzen 
voraus, dass wenigstens eine der Involutionen elliptisch ist, 
und dass a weder auf $ noch auf D liege. 




Man lege durch a irgend einen Kreis fi' und projicire f 
auf denselben die Involutionen von 5}J und D, so erhält man 
in 31 und p die Pole dieser auf® liegenden Involutionen. Ist 
nun T und r^ der zum Schnittpunkte t von 5ß und O eiit- 
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sprechende Punkt in der Involution auf 5ß reap, O, so ist 
tt^ = T offenbar die Polare von t für den zu construir enden 
Kegelschnitt. Schneidet Jtp den Kreis ® in 1, 2, so stellen 
diese Punkte das beiden auf ^ liegenden Involutionen ge- 
meinschaftliche Paar dar, das stets vorhanden ist, da eine 
der Involutionen elliptisch vorausgesetzt wird. Zieht man 
(ilundö!2, welche 2' in 3; und y sehneiden mögen, so aehnoi- 
den diese G-eraden auf 5^ ein Paar aa und auf £l ein Paar 
ßß' der gegebenen Involutionen aus. Der Kegelschnitt K 
nun, welcher durch x, y, a geht und die Tangenten ia; = X 
und iy = Y hat, ist der verlangte, denn er hat die gegebenen 
Involutionen conjugirter Pole auf ^ und D, da t, x und c, a 
auf 5ß und t, t^ und ß, ß' auf O je zwei Paare conjugirter Pole 
sind. Der Kegelschnitt ist also durch die gegebenen Be- 
stimmun gs stücke vollständig bestimmt. 

Würde a auf Sß oder £1 liegen, so wäre kein eigentlicher 
Kegelschnitt möglich, es würde dann das Geradenpaar 5ß, D 
den Kegelschnitt vorstellen. 

Wäre eine der Involutionen etwa auf D hyperbolisch, 
so wären ihre Deekpunkte zwei Punkte von K. Es vertritt 
also die Involution conjugirter Pole auf ^ oder O je ein 
Paar Punkte von K, die reell sind, wenn die Involution hy- 
perbolisch ist, und die wir ala imaginäre bezeichnen, wenn 
die Involution elliptisch ist. 

Wären beide Involutionen hyperbolisch, ao ist obige Oon- 
struktion nicht immer in derselben Weise durchführbar, in- 
dem dann das Paar 1, 2 auf S nicht esistiren muss. Man 
wird dann einfacher die Deckpunkte der beiden Involutionen 
bestimmen und hat fünf Punkte des Kegelschnittes gegeben. 
Man kann auch blos die Deckpunkte einer der Involutionen, 
etwa auf Q, bestimmen und dann so verfahren, wie in der 
folgenden Aufgabe. 

3. Aufgabe. Von einem Kegelschnitte sind gegeben drei 

Punkte a, b, c und die Involution conjugirter Pole auf einer 

Geraden ^; derselbe ist zu construiren. 

11, Man kann so wie in der 2'™ Aufgabe verfahren, indem 

auf O = 6c die Involution gegeben ist, einfacher aber auch 
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folgendermasseij. Man ziehe ae und ah, weiche ?ß in a und ß 
schneiden mögen. Sind dann a und ß' die zu a, ß zuge- 
hörigen Punkte der Involution auf ^, bo mögen sich 6^' und 
cec' in dem Punkte «' schneiden. Ist t der zum Schnittpunkte r 
von aa' mit 5|G conjugirte Pol, so wird der Kegelachnitt, 
welcher durch a, a, 6 geht, die Tangenten ta, ta hat, auf % 
die gegebene Involution conjugirter Pole besitzen und auch 
durch c gehen. 




Ebenso liefert der Schnittpunkt c' der Geraden act,' und 
a' a einen Punkt des Kegelschnittes K, und cc schneidet aa' 
in dem Pol p von ^ in Bezug auf K. 

Die Aufgabe verlangt die Constniktion des Kegelschnittes 
aus drei reellen und ein Paar reellen oder imaginären Punkten, 
und wir sehen, dass dieselbe vollständig bestimmt ist. 

Da die Construktion des Kegelschnittes, im Falle die ge- 
gebenen Involutionen hyperbolisch sind, bereits auf andere 
Art im Kap. IIl, § 2 durchgeführt wurde, so haben die in 
diesem Paragraphen gegebenen Construktionen besondere 
Wichtigkeit dann, wenn die Involutionen conjugirter Pole 
elliptisch sind. Dasselbe gilt von den sogleich durchzufüh- 
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renden Conatruktionen des Kegelaehnittes, von dem Involu- 
tionen eonjugirter Polaren gegeben sind. 

Anmerkung. Die Involution auf dem Kreise, deren 
Polare die unendlich ferne Gerade G^ der Ebene ist, hat den 
Mittelpunkt m desselben zum Pol, dieselbe wiid daher aus 
irgend einem Punkte a des Kreises dcrch eine eireulare In- 
volution projicirt und mithin liegen conjugirte Pole a^, a'^ 
auf G^ in zu einander senkrechten itiehtongen (Folgerung 1 
zu Lehrsatz 2 des g 6, Kap. III), d. h, edle Kreise der Ebene 
haben auf G'^ eine bestimmte Involution cmyugirter Pole, welche 
(hirch die m einander senhreehtm Geraden der Ebene auf G^ 
ausgesdinitfßn wird. Diese Involution auf G^ möge die cir- 
culare heiesen. Dieselbe vrird aus jedem Punkte der Ebene 
durch eine circnlare Strahleninvolution projicirt. 

Da alle Kreise daher auf G^ ein Paar imaginärer Punkte 
gemeinschaftlich haben, so ist jeder Ereis nach der S'"" Auf- 
gabe durch drei weitere Punkte bestimmt, 

Anfgalbe. Ein Kreis ist zu construiren, von dem ge- 
geben sind ein Paar imaginärer Punkte auf ?ß und ein reeller 
Punkt a. Die Lösung gibt die Construktion der Ätifgabo 2, 
man hat nur an Stelle ZX die G„ zu setzen und zu beachten, 
dass t, T^ sowie ß, ß' zu einander senkrechte ßichtungcn sind. 

4r. Aufgftlie. Von einem Kegelschnitte sind gegeben der 
Pol p und seine Polare $, die Involution eonjugirter Polaren 
in p (also auch die Polinvolution auf 3ß) und eine Tangente A; 
derselbe ist zu construiren, 
2. Es möge die Tangente A von ^ in i geschnitten werden 

und dem Strahle ])t sei der Strahl fiir in der Polareninvolu- 
tion in (p) conjugirt. Sucht man nun den Strahl A' von (t), wel- 
cher A harmonisch trennt von 5ß und tp, so mögen die Schnitt- 
punkte von pr mit Ä und A' durch a, a' bezeichnet sein. 
Es sei ferner p6, pV ein Paar eonjugirter Polaren von (p), 
welche Ä, A' in b, b' schneiden. Zieht man nun bb' = B, so 
wird der Kegelschnitt E, welcher durch a, a' geht und 
A, A! , J5 zu Tangenten hat, der verlangte sein, denn er be- 
sitzt in p die gegebene Involution eonjugirter Polaren und 
hat ?ß zum Pol von p. (Lehrsatz 1.) 
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Ein Kegelschnitt ist also durch eiue relle Tangente und 
ein Paar imaginärer Tangenten, nebst ihren Berührungs- 
punkten vollständig bestimmt. 




5. Aufgabe. Von einem Kegelschnitte sind gegeben die 
Involutionen conjugirter Polaren in zwei Punkten p und (( 
und eine Tangente A; derselbe ist zu constrnuen Wir setzen 
wenigstens eine der Involutionen elliptisch voiaub 




Dem Strahle p q = T entspricht in den Involutionen der v 
Strahl p( resp. qt, dann ist i der Pol von T von dem zu con- 
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struiröiidcu Kegelachnitte. Die Tangente A schoeiilet die In- 
volutionen von (p) und (q) in je einer Punlttinvolution und 
es möge a, a' das beiden gemeinschaftliche Paar sein (cou- 
struirt mittels des Kreises S wie in der 2"*" Aufgabe). Die 
Strahlen (a = X und td' = Y mögen T in x und y schnei- 
den. Der Kegelschnitt, welcher X, Y, A berührt und durch 
X, tf geht, ist der verlangte, denn er hat m p und q die ge- 
gebenen Involutionen conjugirter Polaren. (Lehrsatz 1.) 

Ein Kegelschnitt ist daher durch eine reelle und zwei 
Paar imaginäre Tangenten vollständig bestimmt. 

ß. Äufgalbe. Ein Kegelschnitt ist zu conatruiren, von 
dem gegeben sind die Involution conjugirter Polaren in p 
und drei reelle Tangenten A, JB, C. 




; kann genau so wie die 5'" gelöst werden, 
denn im Schnittpunkte q von B, G ist die Involution conju- 
girter Polaren durch ihre Deckati'ahlen B, C gegeben. Man 
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kann aber auch folgeudermassen verfahren. Es möge A von 
B und (7 in 6, C geschnitten werden, und die zu ph, pC con- 
jugirten Polaren von p sollen B und C iu 6' und c' sciineiden. 
Die Gerade Vc' = A' schneide Ä ia t und T sei die zu pt 
coujugirte Polare, also die Polare von t; sie sehneidet Ä, A' 
in den Berührungspunkten a, a' des Kegelschnittes. Denn 
der Kegelschnitt, welcher A, A', B zu Tangenten und a, a' 
zu Berührungspunkten hat, berührt auch G und hat in p die 
gegebene Involution conju girier Polaren. 

Die in der Aufgabe gegebenen Stücke bestimmen daher 
einen Kegelschnitt vollständig. 

7. Aufgal)e. Von einem Kegelschnitt sind gegeben zwei 
Paar Pol und Polare p, ^ und q, D, sowie ein Punkt a; 
derselbe ist zu construiren. 

Ist t der Schnittpunkt von ^, D, so ist pq = T seine 
Polare für den zu construirenden Kegelschnitt. Sind p', q' 
die Schnittpunkte von ^, D mit T, so ist durch die Paare 
pp', qq' auch die Involution conjugirter Pole auf 2' bestimmt, 
der Kegelschnitt also nach der 1. Aufgabe construirbar. 

Der Kegelschnitt ist immer bestimmt, wenn nur ^ nicht 
durch q geht, also Q auch p enthält. 

Statt des Punktes a könnte auch eine Tangente A des 
Kegelschnittes gegeben sein. 

§ 2. Die adjungirte Involution. 
Wir haben in § 6 des Kap. III die Deckpunkte der auf 
einer beliebigen Geraden 5ß der Ebene eines Kegelschnittes K 
auftretenden Involution conjugirter Pole als Punkte des Kegel- 
schnittes erkannt und im § 1 dieses Kapitels auch die Con- 
struktioii des Kegelschnittes durchgeführt, wenn diese In- 
volution gegeben war. Hat man also die Schnittpunkte einer 
Geraden ^ mit dem Kegelschnitte K zu bestimmen, so können 
wir die Aufgabe als gelöst betrachten, wenn auf ^ß die In- 
volution conjugirter Pole bekannt ist. Sind ihre Deckpunkte 
reell, so sind sie die zwei Schnittpunkte von K mit 5ß; ist 
die Involution elliptisch, so stellt sie zwei imaginäre Punkte 
von ^ vor. 
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1. Aufgabe. Ein Kogelschuitt K ist als <5as Erzeugnis 
Kweier projekti vis eher Büschel (a), (»') gegeben; man be- 
stimme seine Schnittpunkte mit einer willbürlielien Geraden Q, 
il. h. man gebe auf G die Involution conjugirter Pole von 
K an. 
5. Die Büschel {a), («') schneiden auf G zwei conlocale 

projektiyische gerade Gebilde aus. Homologe Punkte mögen 
mit demselben Buchstaben bezeichnet und das von («') her- 
rührende mit einem Strich versehen werden. Dem Punkte 
X = y' von G sollen die Punkte x' und y entsprechen und 
j sei der Punkt, welcher x =^y' von x' und y harmonisch 




trennt. Dann beschreiben X'% die Polinvolution auf G, wenn 
x^y die Gerade G durchläuft. Denn die Schnittpunkte c 
und ä von ax, a'x' resp, ay, a'y' sind Punkte von K; 
schneiden sich daher ad, de in q und aa, cd in r, so ist qr 
Polare von x = y' für K. Da nun \xda «'] ein harmonisches 
Quadrupel ist (k der Schnittpunkt von qt mit a'x), so ist 
auch {xy^x'l ein solches, als Projektion des ersteren aus q. 

Mithin sind x, % conjugirte Pole von K. Die Involution 
ist durch ein zweites Paar bestimmt. Die Construktion selbst 
lässt sich mit dem Lineal allein durchfübreu. 

Hat man zu s = t' noch den Punkt ä bestimmt, so er- 
gibt auch, wenn man j auf dieselbe Art wie j mit Hilfe der 
Polaren des Punktes z='i' construirt, der Schnittpunkt dieser 
Polaren den Pol g von G für K, und (ja, <}% sowie gx, g%_ 
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bestimmen als zwei Paare die InvolutiüE coiijugirter Polaren 
in ig). 

9. Aufhalte. Von einem Kegelschnitte sind gegeben: 

a) fünf Punkte, b) vier Punkte und die Tangente in 
einem derselben, c) drei Punkte und die Tangenten in zweien 
derselben, d) ein Paar imaginärer Punkte und ihre Tangenten 
sowie ein reeller Funkt, e) zwei Paar imaginärer Punkte und ein 
reeller Punkt, f) ein Paar imaginärer und drei reelle Punkte; 
man soll bei jeder der Angaben die Schnittpunkte des Kegel- 
schnittes mit einer beliebigen Geraden der Ebene bestimmen. 

Die Aufgaben a), b), c) lost man einfach nach dem Vor- 
gange der Aufgabe 1. Die c), d), e) können darauf nach 
Kap, III, § 8 Kurückgeführt werden, indem man den Kegel- 
schnitt durch die reellen B e stim man gs stücke gegeben denkt, 
welche daselbsi aus den imaginären construirt wurden. 

Die in den vorstehenden Aufgaben durchgeführten Con- 
struktionen ergeben ohne Weiteres den folgenden 

Lehrsatz 1. Hat man 8wei conlocale projäitivisdie Ge- 
büde und hestimmt man zu jedem Element x^y' des Trägers 
dasjenige j, welches ihm in Bezug auf die homologen Elemente 
x' tmd y harmonisch mgeordnet ist, so ieschreibi x, j dne In- 
vohiUon, während x = y' alle Ulmnenfe des Trägers durcMmft. 
Die so entstäimde Involution soll su den projektiviscken Ge- 
bild^i adjungirt heissen. 

Liegen die beiden projekti vischen Gebilde auf einer Ge- 
raden und werden sie, jedes aus einem Punkte der Ebene, 
projicirt, so erzeugen die Büschel einen Kegelschnitt K, und 
aus der Lösung der Aufgabe 1 ergibt sich, dass dann x, j auf 
der Geraden die Polinvolution von K beschreiben. 

Durch Projektionen und Schnitte können aber conlocale 
projekti vis che Gebilde stets auf eine Gerade gebracht werden, 
also gilt der Lehreatz für beliebige Gebilde. 

Lehrsatz 3. Liegen etvei krtimme projeJttivisdie Gcbikle 
auf einem Kegelschniüe K, so ist ihre VerooUständigungsaxe T 
Polare der ihnen adjimgirten Involution. 

Ist T die Vervollständigungsaxe der auffliegenden pro- fj 
jektiyischen Gebilde und a, a' ein Paar homologer Punkte, so 
wird die Projektion eines jeden Punktes von T aus a' und a 
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auf K ein Paar homologer Punkte sein (Kap, III, g 4). Ist 
p der Schnittpunkt yon T mit der Tangente des Punktes 
a, so wird o'p den K in dem Punkte h schneiden, dessen 
homologer 6' in a liegt. Die Polare ^ von Jj geht durch 
a = h' und schneidet K noch in dem Punkte a, der a^V 




von a', h harmonisch trennt [da a, a Deckpunkte der Involu- 
tion sind, deren Paar a'h ist], so dass also aa ein Paar der 
adjungirten Involution ist. Wird für den Punkt c ^ d' von 
K, dessen Tangente in q die T schneidet, und dessen homo- 
loge c', d also auf einer Geraden durch q liegen, der Punkt c 
construirt, der auf der Polare D von d| liegt, so ist die ad- 
jungirte Involution durch a, a und e, C als zwei ihrer Paare 
bestimmt. Ihr Pol t ist als Schnittpunkt der Polaren ^ 
und D von p und q auch Pol von T «= p q in Bezug auf K, 
also ist T die Polare dieser Involution. 

Schneidet die Yervollstandigungsaxe T den Kegelschnitt 
in den zwei Punkten g, h, so sind diese Deckpunkte der 
projektivischen Gebilde auf K, aber auch gleichzeitig der 
adjungirten Involution. Schneidet die Äxe T den Kegel- 
schnitt nicht, so haben die projektivischen Gebilde auf K keine 
Deckpunkte, die adjungirte Involution wird dann elliptisch. 
Da wir aber als Deckpunkte der elliptischen Involution das 
Paar imaginärer Punkte von K deflnirten, in welchen ihre 
Polare den K schneidet, so werden wir folgerichtig sagen, 
die conlocalen projekiivischm Gebilde auf K haben äieseUien Beck- 
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elmieiite wie die ihnen aäjungirte Involution. Die Deckelemente 
sind also reell, ■wenn die adjangirte Involution hyperbolisch, 
und imaginär, wenn dieselbe elliptiach ist. 

Dies findet natürlich auch statt, wenn der Ti'äger der 
conlocalen Gebilde eine Gerade oder ein Strahlen büs eh el ist. 

Ist in speciellem Falle die adjungirte Involution pai-a- 
bolisch, so ist ihre Polare Tangente von K und die projek- 
tivischen conlocalen Gebilde auf K haben zwei in dem Be- 
rührungspunkte der Tangente zusammenfallende Deekpunkte, 
welche auch für die parabolische Involution coincidirende 
Deekpunkte sind. 

3. Aufgabe. Von zwei conlocalen projektivisehen Ge- 
bilden sind ein Paar homologer Elemente und die ihnen 
adjungirte Involution gegeben; man soll zu einem beliebigen 
Elemente sein homologes construiren. 

Denkt man sich die Involu- 
tion und die homologen Elemente 
auf einen Kegelschnitt, etwa einen 
Kreis, projicirt, und ist T die Po- 
lare der Involution, sowie a, a' 
das gegebene Paar homologer 
Punkte, so zeigt die Fig. 47 die 
Construktion des Punktes x', wel- 
' eher X homolog ist. *'^' ^'' 

3. Änfgalbe. Von einem Kegelschnitte sind gegeben: 

a) fänf Tangenten, b) vier Tangenten und der Be- 
rührungspunkt auf einer derselben, e) drei Tangenten und die 
Berührungspunkte auf zweien derselben, d) ein Paar imagi- 
närer Tangenten und ihre Berührungspunkte sovrie eine reelle 
Tangente, e) zwei Paar imaginärer Tangenten und eine reelle, 
f) ein Paar imaginärer Tangenten und drei reelle; man be- 
stimme die Involution conjugirter Polaren von K für einen 
beliebigen Punkt der Ebene. 

Nach Kap. III, § 3, Lehrsatz 2 hat man nur die adjungirte 
Involution der conlocalen projektivisehen Büschel zu con- 
struiren, welche die projektivisehen Punktreihen auf den zwei 
Tangenten A, B von K projiciren. Übrigens zeigt die Con- 
struktion der adjungirten Involution dieser projektivisehen 
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conloealeii Strahl ßnbuscliel dircet, dass ihre Paare conjugirte 
Polaren von K sind. 

Definition. Hat man zwei conlocale Involutionen und 
sucht zu jedem Elemente des Trägers die zwei Elemente, 
welche ihm in der einen und anderen Involution entäprechen, 
so besehreiben die letzteren zwei projektivische Gebilde und 
die diesen adjungirte Involution soll auch zu den beiden ge- 
gebenen Involutionen aäjungirt heissm. 

Lehrsatz 3. Hat man zwei Involutionen auf demselben 

Kegelschnitte gegeben, deren Pole p und \) sind, so hat die ihnen 

adjungirte Involution die Gerade p'p mr Polare. 

s. Denn sei x ein Punkt von li, und px jnöge K m a 

schneiden, dann ist der Schnittpunkt von fa mit K cler 




Punkt ic', welcher x in den oben construirten projekti vi sehen 
Gebilden entspricht. Schneidet analog )?y in i, so bestimmt 
fh den Punkt y', welcher y zugeordnet ist. Es sind also 
X, x' und y, y' zwei Paar homologer Punkte der oben de- 
finirten projekti vi sehen Punktreihen und wir haben nur zu 
zeigen, dass xy' sich mit x'y auf ^p schneiden, denn dann 
ist pp die Polare der den projektivisehen Gebilden adjun- 
girten Involution (Lehrs. 1). Dass der Schnittpunkt ( von 
xy' mit x'y aber auf y^) liegt, folgt daraus, dass das Sechseck 
xax'yhy' dem Kegelschnitte K eingeschrieben, also ein Pas- 
cal'sches Sechseck ist (Zusatz zu § 4. Kap. HI, Seite 52), 

Folgerung J. Ist eine der gegebenen Involutionen 
elliptisch, so ist die ihnen adjungirte Involution stets hyper- 
bolisch. Sind beide Involutionen hyperbolisch und g, /*; g, tj 
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ihre Deckelemente, so sind gh und g^ je ein Paar der ad- 
jungirten Involution. Ist eine der Involutionen parabolisch, 
80 ist ihr Deckeleraeut ä auch Deckelement der adjungirten 
Involution, das andere Deekeiement ä' der letzteren ist das- 
jenige, welches d in der zweiten gegebenen Involution ent- 
spricht. Sind beide Involutionen parabolisch, d, b ihre Deck- 
elemente, so sind d, b die Deckelemente der adjungirten In- 
volution, 

2. Ist die adjungirte Involution elliptisch, so sind die 
gegebenen Involutionen hyperbolisch und ihre Deckelemente 
g, Ji und g, i) trennen einander. 

3. Ist die adjungirte Involution hyperbolisch, so. sind 
ihre Deekelemente ein Paar, welches beiden Involutionen 
angehört (Kap, III, § 7, Folgerung 5 zu Lehrsatz 2). 

4. Ist die adjungirte Involution parabolisch, so haben 
beide gegebenen Involutionen ein Deckelement gemeinschaft- 
lich, welches auch Deckelement der adjungirten Involution ist. 
Es haben also beide gegebenen Involutionen reelle Deekelemente. 

§ 3. Die imaginären Elemente. 

Wir haben in Kap. III, § 6, S. 61 die Deckpunkte einer ellip- 
tischen Involution auf dem Kegelschnitte als ein Paar imaginärer 
Punkte des Kegelschnittes defiuirt, in welchen er die Polar-e 
der Involution schneidet, so dass wir diese aueli glßickzeitig als 
Punkte der Polare betrachteten, wobei sie dann als Deck- 
punkte der Involution conjugirter Pole aufgefasst wurden. 

Wir sehen nun vom Kegelschnitte ab und deflniren: 

Die Deckelemente einer Involution sind swei Elemente des 
Trägers, dieselben sind reell, wenn die Involution hfperbolisck, 
itnd imaginär, wenn sie elliptisch ist. Ist die Involution para- 
bolisch, so fallen sie in ein Element mtsammen. 

Also haben auch zwei conlocale projektivische Gebilde 
stets zwei Deckelemente, die Elemente ihres Trägers sind. 
Dieselben sind reell, imaginär, oder fallen zusammen, je 
nachdem die adjungirte Involution hyperbolisch, elliptisch oder 
parabolisch ist 

Durch diese Definition treten zu den reellen Elementen 
der Gebilde noch doppelt unendlich viele imaginäre Elementen- 
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paare hinzn. Denn sind a, h irgend zwei feste Elemente <3es 
Gebildes und wählt man a', b' willkürlich, so sagt die obige 
Definition aus, dass die Deckelemente aller der Involutionen, 
die durch h, V und a, a' als Paare derselben bestimmt werden, 
Elemente des Trägera sind. Diese werden stets imaginär, 
wenn h, V die Elemente a, d trennen (Kap. I, § 3, Seite 18). 
Da sowol a' als h' unter der einfach unendlichen Mannig- 
faltigkeit reeller Elemente des Trägers gewählt werden können, 
so erhält man doppelt unendlich viele Involutionen, deren 
Deckelemente dem Träger angehören. 

Wir sagen ein imaginäres Punktepaar ist Schnitt oder 
Projektion eines anderen, wenn die elliptischen Involutionen, 
welche das Punktepaar bestimmen, Schnitte oder Projektionen 
von einander sind. Für ein reelles Punktepaar ist diese 
Definition ebenfalls zulässig. 

Um das in der elliptischen Involution auftretende ima- 
ginäre Paar Deckelemente von einander zu trennen, also die 
imaginären Elemente auch einzeln zu individualisiren, hat 
V. Staudt den Sinn emgefübrt, in welchem ein Element 
seinen Träger beschreibt. Wir haben in lüap. I, § 3, Seite 17 
gesehen, daas wenn das Element a seinen Träger in einem 
bestimmten Sinne beschreibt, das conjugirte Element a' in 
der elliptischen Involution diesen in demselben Sinne be- 
schreiben muss. Ordnet man also dem einen Sinne im Träger 
das eine imaginäre Element zu, so wird natnrgemäss dem 
entgegengesetzten Sinne das andere imaginäre Element zu- 
geordnet erscheinen. 

Die in dieser Weise individualisirten Punkte werden auch 
coYtßungirt imaginär genannt. 

Sind z. B. aa, ib' zwei Paare einer elliptischen Invo- 
lution, so wird a, a' von 6, &' getrennt und es ist dem 
Sinne ab a'b' das eine imaginäre Deckelement und dem Sinne 
ab'a'b das andere ihm conjungwte zugeordnet. 

Durch Projektion oder Schnitt geht dann auch ein be- 
stimmtes imaginäres Element in ein bestimmtes flber. 

1. Aufgabe. Man hat zwei imaginäre Punktepaare, die 
wir mit g, h und g', h' bezeichnen wollen, auf den Geraden 
A und Ä' gegeben durch die Involutionen { A ] und {A'\] man 
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soll die vier noch fehlenden Geraden bestimmen, die die- 
selben paarweise mit einander verbinden. Diese müssen natür- 
lich imaginär sein, da ein imaginärer Punkt nur auf einer 
reellen Geraden liegen kann. 

Man suche zu dem Schnittpunkte a = a' beider Geraden r 
A, A' den Punkt a resp. a', der ihm in den Involutionen \A\ 




resp. {A'\ entspriciit. Es sei ferner Zi b das Paar der In- 
volution 1^1 1, welches a, a harmonisch trennt, und ebenso 
Zi' b' das Paar von \A\, welches a', o' harmonisch trennt 
(Kap. III, g 7, Folgerung 6 zu Lehrsatz 2, Seite 65). 
Da nun sowol 

[aöafi] A Va'Vf^'o'} 
als auch 

ist, so liegen die geraden Gebilde a, b, a, b und «', h', a\ b' 
perspektivisch d, h. hh'y aa', W schneiden sich in einem 
Punkte s, und ebenso auch die geraden Gebilde a, fi, a, i und 
a', h', a', V d. h. bVj aa', bV schneiden einander in einem 
Punkte t. 

Frojieirt man nun die Involution {A] aus s oder t auf 
A', so erhält man offenbar auf J.' die gegebene Involution {'l'), 
da sie durch die Paare a' tt' und b' i' bestimmt ist. Also 
projiciren sich die Funkte g, h von A aus s und t in die 
Punkte g', h', oder die zwei Paar Deekstrahlen der elliptischen 
Involutionen \s] und |(], welche beide Involutionen [A] 
und {A'] gleichzeitig aus s resp. t projiciren, sind die vier 
gesuchten Geraden. 
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Sind die Punkte g, h, g', h' individualisirt, so iat es 
auch einfach die Geraden zu individualisiren, welche sie ver- 
binden, Ist z. B. g dem Sinne (aiah) und g' dem Sinne 
(a'h'a'V) zugeordnet, so wird die Gerade, welche g mit g' 
verbindet, durch t gehen und dem Sinne 't{ab(x'b), welcher 
derselbe ist, wie t{a'i'a'h'), zugeordnet sein. 

3. An.fgal)0. Zwei Paar imaginäre Strahlen sind ge- 
geben durch die Strahleninvolutionen [s] und |(}; es sollen 
ihre noch fehlenden vier Schnittpunkte bestimmt werden d. h, 
die zwei reellen Geraden, welche sie paarweise enthalten, 
construirfc werden. 

Die Construktion zeigt Fig. 49, wenn man die Involu- 
tion {s} durch die Strahlen st, sa und die sie harmonisch tren- 
nenden sl und si), und die Involution [t] durch ta, ta und 
th, th bestimmt denkt. Denn dann schneiden sich die harmo- 
nischen Strahlenpaare auf zweien durch a gehenden Geraden 
A, A', welche die Involution {s} und \t\ in je derselben 
Punktinvolution schneiden. 

Anmerkung. Sind die Involutionen j A ) und | A' j 
Involutionen conjugirter Pole in Bezug auf irgend einen Kegel- 
schnitt K, der also durch die imaginären Punktepaare g, h 
und g', h' geht, so ist st Polare von a in Bezug auf K und 
nach dem Lehrsatze 3, § 7, Kap. III, Seite 65 sind s, t couju- 
girto Pole von K, da i, fi und ¥, b' es sind. 

Das Dreieck ast ist also ein Poldreieck von K. 

Beachtet man, dass [sdt a'] ein harmonisches Quadrupel 
ist, so ergiebt sich folgender Satz; 

Ist a, s, t ein Tripel ccm^iigirter Pole eines Kegelschnittes K, 
legt mrni (?twcÄ a eine wiülcürlicke Gerade A und ptojient dze 
<Mif A auftretende Involution conjugirtet Pole aus s und t, so 
sdmeidei% sich die Strahlenpaare in Punltm empj Getaden A , 
die durch a geht und A von at, as harmonisch tretmt Die 
Schint^mnkte der Strahlenpaare auf A' bilden dm Involution 
conjugirter Pole von K auf dieser Geraden. 

Es werden die Schnittpunkte von A mit K aus s und t 
in die Schnittpunkte von A' mit K projicirt. Für reelle Schnitt- 
punkte wurde der Satz in Kap. III, § 7, Seite 61 a 
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IV. 



; 3. Die imaginären Elemente. 



it. Aiifgaloe. Es ist eine Gerade A und ein Kegelschnitt 
K gegeben; man soll aus einem beliebigen Punkte s der 
Ebene die Schnittpnnkte von A mit K auf K projiciren und 
die Gerade A' angeben, welche diese Punkte enthält. 

Wir construiren die Gerade A' ohne Rücksiclit darauf, i'. 
ob die Schnittpunkte von A mit K reell oder imaginär sind, 
nach obigem Satze, Ist S die Polare von s für K, welche 
Ä ia a schneidet, so geht die Polare von a in Bezug auf K 




durch s, schneidet 8 in t, so dass a, s, t ein Tripel conju- 
girtei- Punkte ist. Trennt nun A' die Gerade A von ai und 
as harmonisch, so ist A' die verlangte Gerade. 

Ist s der Pol von A, so fällt A' auf A. Liegt s auf K, 
so wird A' die Tangente von K in s. 

i. Aiifgal)e. Es sind zwei conjungirt imaginäre Punkt« 
auf der reellen Geraden A gegeben; dieselben aollen aus dem 
Punkte a von K auf diesen projicirt werden d. h. die Ge- 
rade B soll bestimmt werden, welche K in diesen Punkten 
schneidet. 
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B ist offenbar Polare der Involution auf K, welcbe die 
Strahlenpaare von {«], die die Involution [A] projiciren, 
ausscbaeiden. 

lehrsatz 1. Burdt die von uns aufgestellte projeJciivische 
i reellen 1 
\imaginäreii\ 

1 Gebildes ein \ . ... r Element des anderen Gebildes 



entsprediffn. Sind suiei Elemente des ersten Gebildes con^ungirt 
imaginär, so sind die ihnen entsprechenden im anderen Gebilde 
d>enfalls cot^migirt imaginär. 

Der erste Tbeil des Satzes ist daraus evident, dass jedes 
Element aus seinem entspreeb enden durch Projiciren tind 
Schneiden hervorgeht, welche Operationen nur reelle Elemente 
liefern, sobald eines in der Reihe reell ist. 

Um den zweiten Theil zu beweisen, denken wir uns 
zwei projektivische Funktreihen K, K' auf demselben Kegel- 
schnitte, deren Vervollständigungsaxe T sei und in denen 
a, a' ein Paar reeller einander entsprechender Punkte sind. 
Sei nun A eine willkürliche Gerade der Ebene, welche li. in 
zwei eonjungirt imaginären Punkten schneidet. Projicirt man 
diese aus a' auf T und die so erhaltenen eonjungirt imaginären 
Punkte von T auf li! aus dem Punkte a, so erhält man 
eine Gerade £', welche offenbar die Punkte aus E aus- 
schneidet, welche den beiden Punkten, die A ausschneidet, in 
der projektivi sehen Beziehung entsprechen, wenn man die auf 
A gelegenen Punkte zu K. rechnet. Projicirt man aber die 
Punkte, in denen A schneidet, aus a auf T und diese aus a' 
auf K, so erhält man die ihnen entsprechenden Punkte, wenn 
sie zu S! gerechnet worden, auf einer zweiten Geraden .B, 
Zu Folge der 4'^" Aufgabe schneiden sowol S als W den 
Kegelschnitt je in zwei eonjungirt imaginären Punkten. 

Man könnte auch eine Projektivität aufstellen, in welcher 
die im Lehrsatze ausgedrückten Eigenschaften nicht auftreten 
und die nicht wesentlich von der von uns betrachteten ver- 
schieden ist, doch ist dieses für unsere Zwecke nicht er- 
forderlich. 



y Google 



1 . . .. i Gebilde des anderen Syatsins. Sind Kwei Gfe- 
i imaginäre I 



IV. § 4. Das Polarsystem. 87 

Folgerung. In zwei collinearen ebenen Systemen ent- 
sprechen den \ . . \ Gebilden des einen Systems 

'^ UmagmarenJ 

(reelle 

l imaginäre I 

bilde des einen Systems conjungirt imaginär, so sind auch 

die ihnen entsprechenden Gebilde conjungirt imaginär. 

Anmerkung. In der elliptischen Involution gibt es kein 
Paar, dessen Elemente conjungirt imaginär wären, in der 
hyperbolischen gibt es unendlich viele Paare, deren Elemente 
conjungirt imaginär sind. Denkt man sieb die Involution 
auf einem Kegelschnitte, so liegt für die elliptische der Pol 
innerhalb, also schneidet jede reelle Gerade durch ihn ein 
reelles Paar der Involution aus. Für die hyperbobsche liegt 
aber der Pol p ausserhalb des Kegelschnittes K und jede 
dnrcb p gehende Gerade, deren Pol innerbalb K liegt, schneidet 
K in zwei conjungirt imaginären Punkten, die ein Paar der 
Involution sind. Denn ist A eine durch p gehende Gerade, 
welche K in einem Paare imaginärer Punkte schneidet und 
ist a a' ein reelles Paar der Involution, so zeigt die Lösung 
der 2'™ Aufgabe, dasa die Strahleninvolntionen, welche aus a 
und a\ die imaginären Schnittpunkte von A projieiren, die 
Polare P von p in derselben Involution sehneiden, dass also 
die auf A liegenden Punkte ein Paar der Involution auf K 

sind (4. Folgerung zu Lehrsatz 2, § 6, Kap. III, Seite 61). 

§ 4. Das Polarsystem. 

Ist ein Kegelschnitt K gegeben, so entspricht jeder Ge- 
deren % der Ebene ein Punkt p als Pol und umgekehrt. 
Die Gesammtheit der einander so zugeordneten Punkte und 
Geraden der Ebene nennt man ein Polarsystem. 

Die Punkte, welche auf den ihnen zugeordneten Geraden 
liegen, sind die Punkte von K, und die Geraden, welche durch 
die ihnen zugehörigen Punkte gehen, hüllen K ein. In dieser 
Auffassung heisst K der Ordnungshegelschniü des Fola/rsystems. 

Die wesentliche Eigenschaft des Polarsystems ist in 
folgendem Satze enthalten : 

Jedem Funkte x der Ebesie mtspricht eine Gei-ade X und 
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jeder Geraden 1 P M y B seh elt \ ä St all 

htischel (y), so bescl chi x "^t a! lenbusd el (y) p oj J 

tivisches gerades Gä> Ide a f X velcl s m de Sek tte von {/) 
mit X ifiwluioi i.che La je } t 

Lehi'satz 1 D P k sy lei t lest f »t we n ^wei 
conjur/irte Pok « 3ß Q o K heia'» t snd fddsivol 
Uonm { ^ S , { D I v jtg ter Pole auf ler seihen hest nt 7 
D, li. man kann dann a jede Ce dien X len Pol x tu K 
bestimmen, oLne P nkte les Kegels hu tte K selb t 1 e 
nützen. 
I. Denn ist le Sehn ttpunkt 1er onj ^ teu Pol ^ D 

und C| resp. \ e ue onjug rte i a t 1 e n ü st p q oft 
bar ein Tripel conjugirter Punkte. 

Sclineidet nun die Gerade X die ^ß resp. Q in l und m 
und sind X und ^ die ihnen conjugirten Pole in {^^j resp, 
|D), so ist Ipl Polare von l und cjft Polare von m in Bezug 
auf K, also ist der Schnittpunkt x dieser Geraden der Pol 
von X für K. Es ist klar, wie man, wenn x gegeben ist, 
die Polare X findet. Diese Construktionen sind mit Rück- 
sicht auf den Desargue'achen Satz Kap. I, Lehrsatz 3, § 3, 
Seite 16 mit dem Lineal allein durchführbar. 

Da nun XX Polare des Punktes n wird, in dem X die 




Gerade9i=|)qschneidet, seist der Schnittpunkt j- von xx mit 31 
zum Punkte n, conjugirt, und mithin ist die Involution con- 
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jugirter Pole {5Rj durcli die zwei Paare q^] und nv auch 
bestimmt. 

Die drei Involutionen {^J, {Cl}, (31) haben die spo- 
cielle Lage, dase drei Punkten l, m, n, die auf einer Geraden 
liegen, drei Punkte A, (i, v conjngirt sind, so dass pX, qji, xv 
durch einen Punkt gehen. 

Wir wollen drei Involutionen in solcher Lage als in 
polarer Lage befijidlieli bezeichnen, und dieses auch von den 
drei Strahleninvolutionen {()}, {q}, {r) in p, q, r sagen, die 
die Punktinvolutionen der gegenüberliegenden Seiten projiciren. 

Was nun die Involution conjugirter Pole von K auf X 
anbelangt, so ist dieselbe durch die obige Gonstruktion auch 
ohne Weiteres gegeben. Schneidet nämlieb px in V und qa; 
in m', so bestimmen IV und mm' als zwei ihrer Paare die- 
selbe vollständig. 

Da pqr ein Poldreieck von K ist, so müssen die In- 
volutionen auf zweien der drei Geraden Sß, Cl, Jft hyperbolisch 
und auf einer elliptisch sein (Kap. III, § 7, Lehrsatz 2). In der 
Figur sind {?ß} und {9t) hyperbohach und {C} elliptisch. Sind 
g, h die Dockpunkte von |5ß) und i, 7c die von {5ft}, so sind 
dieses vier Punkte von K, und pg, ph, ti, vJc sind Tangenten 
von K. 

Nun war die Gonstruktion von Pol und Polare, sobald 
die Involutionen auf ^ und D bekannt waren, ganz unabhängig 
davon, ob eine der Involutionen hyperbolisch war; wir be- 
halten dabei die Gonstruktion und die Benennungen bei, auch 
dann, wenn beide Involutionen anf 5ß und Q elliptisch sind. 
Es kann dann offenbar kein Kegelschnitt existiren, für den 
5p und D conjugiite Polaren und die Paare der Involutionen 
auf 5ß und ö conjugirte Pole wären. Wir wollen aber zeigen, 
dass trotzdem die Eingangs ausgesprochenen Pundamental- 
cigenschaften des Polarsystems bestehen bleiben. 

Seien die Involutionen {5ßj, (Oj auf 5ß und D ge- u^is- ; 
geben und p, q die Punkte, welche dem Schnittpunkte r beider 
Geladen zugeoidnat sind; wir construiren zu der Geraden X 
den Pol X als Schnittpunkt von qft und pX, wenn fi und A 
die entsprechenden Punkte zu den Schnittpunkten m und l 



y Google 



90 
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voo X mit D unii ^ sind. Hiernach entspricht jeder Ge- 
raden X ein Pol x und jedem Punkte y eine Polare Y. Den 
Geraden durch p entsprechen Punkte auf 5|3, welche mit den 
Schnittpunkten der ersfceren die lüTolution { 5|3 ] bilden. Analog 
für q und D. Der Geraden 9{i=j)q entspricht der Punkt r. 
Beschreibt X den Strahlenbüsehel (»/), so beschreibt x 
ein zum Strahlenbüschel projektivisches gerades Gebilde auf 
der Polare Y von y. Denn hierbei beschreiben l, m i 




und O projektivische Punktreihen, also sind die Büschel )p (A) 
und q(jt) projektivisch. Sic liegea perspektivisch, da für 
den Strahl j/r die Punkte l and m in r liegen, und daher l 
nach q und (t nach fi fällt, also pq ein sich selbst ent- 
sprechender Strahl ist. 

Da dem Strahle y)^ der Punkt a von 5ß entspricht, welcher 
dem Schnittpunltte « von yp mit 3|J conjugirt ist, und ebenso 
dem Strahle yc\, der Q in (3 schneidet, der Punkt b ent- 
spricht, so geht Y durch a und i und ist die Polare von y. 

Bezeichnet man den Schnittpunkt you X und Y mit x', 
so beschreiben x und x' auf X zwei projektivische Punkt- 



y Google 



IV. § 4. Das Polarsyateni. Öl 

reihen, die aber involutorisch liegen, da a und «', der Schnitt- 
punkt von y"^ mit X, einander involutoriach entsprechen. 

Wir behalten für x, x' die Bezeichnung conjugirte Pole 
auf Y bei, und sehen ao, dass auf jeder Geraden Y der Ebene 
eine Involution eonjugirter Pole auftritt, die aus dem Pole y 
durch die Involution cocjugirter Polaren projicirfc wird. Mit 
dem Früheren zusammengehalten folgt also, dass p der Pol 
von 5ß und q der Pol von £L ist, und dass den Strahlen 
durch r die Punkte von Sß als Pole zugehören. Sehneidet 9i 
die r in e and ^r in ■y, so ist e der Pol von ty, also c y ein 
Paar der Involution eonjugirter Pole auf 9t; q )3 ist ein 
zweites Paar. 

Die drei Involutionen auf 5ß, ß, 9i sind offenbar in po- 
larer Lage und p q r ist ein Poldreieck, in dem jede Seite Polare 
der gegenüberliegenden Ecke ist. 

Sei nun xys ein eonstruirtes Poldreieck, so dass also 
X der Pol von X='j/3, y der Pol von Y = xs und s der 
Pol von xy= Z ist; so werden in den auf X, Y, Z auftretenden 
Involutionen je zwei Ecken des Dreieckes ein Paar sein, und 
dieselben werden wieder in polarer Lage sich befinden; denn 
die Polaren der Punkte j, 5, j, in denen eine Gerade T die 
2, Z, Z schneidet, gehen durch den Pol t von T, sind also 
die Geraden tx, ty, tg und schneiden X, Y, Z ia den drei 
Punkten j', \)', j', die mit J, t), 3 je ein Paar der Involution 
eonjugirter Pole bilden. 

Hieraus folgt aber, dass an Stelle des ursprünglichen 
Poldreieckes p q r irgend ein anderes gewählt werden 
kann, mit den Involutionen, die auf seinen Seiten bestimmt 
wurden, und dass dann ebenso dasselbe Polarsjstem con- 
struirt werden kann, wie mitteis des ersten Poldreieckes. 
Dieses Poldreieck ist also in keiner Weise vor den übrigen 
ausgezeichnet. 

Das construirte Polarsyatem kann auf Jimier Geraden 
der Ebene eine hyperbolische Involution besitzen, da wir be- 
reits sahen, dass ein Kegelschnitt nicht existiren kann, welchem 
ein solches Polarsystem zugehört. Wir wollen aber sagen 
das Polarsyatem habe einen imaginären Ordmmgskegelsch/iiitt, 
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welcher alle die imaginären Deekpunkte der auf den Geraden 
der Ebene auftretenden Involution coujugirter PoJe enthält, 
Mnd der von den imaginären Deckstrahlen der Involutionen 
conjugirter Polaren der Punkte der Ebene eingehüllt wird. 

Wir werden in der Folge diesen imaginären Kegelschnitt, 
dessen Polarsyatem vollständig reell ist*), berücksichtigen, 
und ihn durch sein Polarsystetn bestimmt ansehen. Wir 
werden die Sätze und Aufgaben so formuliren resp. losen, 
dass von der Realität des Kegelschnittes abgesehen werden 
kann, sobald nur sein Polarsystem reell ist. 

Für die Bestimmung euies Polarsjstems erbalten wir 
folgende Sätze: 

Ein Polarsystem ist bestimmt, wenn gegeben sind: 

1) Ein Paar conjugirter Polaren 5ß, O und die Involu- 
tionen conjugirter Pole auf denselben. Die vorstehende Aus- 
einandersetzung zeigte die Construktion von Pol und Polare 
aus diesen Bestimmungsstiicken. 

2) Ein Paar conjugirter Punkte p, t] und die Involutionen 
I p I , j q I conjugirter Polaren in diesen. Entspricbt dem 
Strahle pq = SR in (p) der Strahl Q und in (q) der Strahl 5ß, 
so braucht man nur auf ^ die Involution anzunebmen, welche 
{ p I darauf ausschneidet und auf Q die, welche { q j daselbst 
ausschneidet, um die Bestimmtheit des Polarsystems nach 1) 
zu erkennen. 

3) Ein Poldreieek und ein Punkt a nebst seiner Polare A. 
Werden die Seiten ^, £l, SR des Poldreieckes p(\X von A in 
l, tn, n geschnitten und sind die Projektionen von a aus p, q, r 
auf dieselben X, fi, v, so wird das Polarsystem durch die In- 
volitioneu auf ^ D leren Pa^ie fir II lesp ]T jk^ sinl 
nach 1) be timmt sein unl a zum Pol von A haben 

4) Ein Poldieieck ind die Invohtion conj giitei Pole 
a if emei (reiaden A Vhi ei let A die 5|. und Ö in / m und 
entsprechen diesen in der Invohtion auf A die Punkte l 
und in s) mOj,en siuh sich p? ind qm m ö sehneiden 

*) Ea glt noch inde e mag n1 e Eegescl n tte le n Pola 
Bysteme ibe u ht mehr ee 1 & nd lern, e nem eellen P inkte eme 
im giak e Pol ro ?a ph 
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Daa Polarsjstom ist dann nach 3) bestimmt, weiin a als Pol 
der Geraden A zugewiesen wird. 

5) Ein Poldreieek und die Involution conjugirter Polaren 
[a] in einem Punkte a der Ebene. Entsjiricht dem Strahle 
«p resp. a(\ von [a] der Strahl al resp. am, welche ^ resp. 
£i in l und m schneiden, so ist das Polarsystem nach 3) be- 
stimmt, wenn man dem Punkte a die Gerade Im = A ala 
Polare zuordnet. 

Ist eine der Involutionen des Polarsystems hyperbolisch, 
so ist der Ordnungskegel schnitt reell und seine Punkte können 
nach den §§ 8 und 2 leicht conatruirt werden. 

Es genügt übrigens zu wissen, dass eine Gerade A des 
Polarsystems mit ihrer conjugirten A' zusammenfällt, oder 
daas ein Punkt mit seinem conjugirten coincidirt, um zu 
zeigen, dass der Ordnung skegel schnitt reell sein muss. Denn 
ist J) irgend ein Punkt von A und S seine Polare, so muss 
sie A in dem Pol a von A schneiden, da dieser axd A' ^ A 
liegt. Daher ist a ein Deckpunkt der Involution auf B, diese 
hat mithin noch einen a'. Der Pol x jeder Geraden X durch 
a liegt dann notwendig auf A ala der Polare von a, und 
daher liegt auf X noch ein Punkt des Kegelschnittes. 

Lehrsatz 1. Schneiden die Strahlen eines Büschels (a) 
die Gerade B in den Punkten x und bestimmt man auf den 
Strahlen ax die Punkte g, welche su x im Polarsystem con- 
jugirt sind, so ist der Ort der Punkte | ei« Kegelschnitt ^, 
welcher durch a und b, den Pol von B, geht, und auf B u/nd 
A, der Polare mn a, dieselbe Involution conjugirter Pole besitzt, 
die diesen Geraden im Polarsystem mgehören. Der Schnittpunkt e 
der Qeradeth A und B ist der Pol der Geraden ab = C fOr ß. 
Derselbe Kegetschnitt S wird erhalten, wenn b an Stelle von a 
und gleichzeitig A an Stelle von B genommen wird. 

Der Punkt | ist der Schnittpunkt der Polare von x mit Fig. £ 
ax, also liegt | auf dem Erzeugnisse der projektivischen Büschel 
a(x) und b{^, wenn h^ die Polare von x ist, also b der 
Pol von B. _ 

Schneidet hi, die Polare A von a in y, so ist ax Polare 
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von y. also g coiijugirt zu y im Polarsystem, mithiü wird der- 
selbe ^ erhalten mittels h und A. 

Da dem Strahle ah von (ß) die Polare be entspricht, so 
ist hc Tangente von ^ in 6, ebenso ist ac Tangente in a. Es 
geht mithin ah durch den Pol von B sowol als von Ä in Bezug 




S, und es sehneiden daher nach der 3. Folgerung zum Lehr- 
satze 2 des § 6, Kap. III, p. 61. die Geraden «g und h% auf 
beiden Geraden A und B Punkfcepaare der Involution con- 
jugirter Pole von S aus. Daher sind x, x' auf B conjugirt 
in Bezug auf Ä, da aber 6| Polare von x im Polarsysiem ist, 
80 sind X, x auch in diesem conjugirt. 

Durch irgend zwei Punkte a, h der Ebene geht immer 
ein bestimmter Kegelschnitt S, derselbe hat den Pol c von 
ab zum Pol und auf den Polaren A und B von a und h 
dieselbe Involution conjugirter Pole, wie das Polarsystem, 
wodurch der Kegelschnitt mehr als bestimmt, aber doch 
möglieh ist. 

Folgerung. Ein Polarsystem ist bestimmt, wenn auf 
drei Geraden i, M, JV, die durch einen Punkt a gehen, drei 
Involutionen conjugirter Pole (i), |M), {iV) gegeben sind, 
die so beschaffen sind, dass die drei dem Punkte a eonju- 
girten Pole auf L, M, N in einer Geraden A liegen. 
i_ Denn sei B irgend eine Gerade der Ebene, welche L, 

M, N in l, m, n schneidet, und seien diesen Punkten l, (i, v 
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eonjugirt, so construire man den Kegelacliiiitt ^, welcher 
durch A, (i, V, a geht und in a die Tangente ac besitzt, c der 
Schnittpunkt von A mit B. Ist dann G die Polare von c 
für Sl, welche ihn noch in h schneidet, so möge hl die A 




in h schneiden. Bezeichnet man den Schnittpunkt von L und 
A mit g, so sind 3, h eonjugirte Pole auf Ä für S, ebenso 
c und der Schnittpunkt d von 6' mit A. 

Es ist nun ein Polarsjstem bestimmt, für welches agh 
ein Poldreieck und b der Pol von li ist (siehe oben 3). In 
diesem wird durch die Punkte a, h ein Kegelschnitt S' be- 
stimmt sein, der c zum Pol von ah [denn c ist der Schnitt- 
punkt von J3 mit A == gh] besitzt und auf Ä die Involution 
hat, deren zwei Paare g h und d c sind. Dieser ®' ist mit 
dem oben constmirten S identisch, also sind in dem Polar- 
aysteme li., rnji, nv eonjugirte Pole und a ist Polare von A, 
■welche Gerade L, M, N in den drei zu a conjugirten Punkten 
schneidet. Dieses Polarsystem hat also thatsächlich auf L, 
M, N die gegebenen PoHnvolutionen {L], [M], [N] und 
ist vollständig bestimmt, wie seine Construktion zeigt, denn 
für jedes mögliche Polarsystem müsste agh ein Poldreieck 
und & der Pol von B sein. 

Lehrsatz 2. Die Ecken swekr Foldreiecke desselben Polar- 
Systems liegen auf einem Kegelschnitte. 

Ist pqt das eine, j^j das andere Poldreieck, und schneiden Mg. s 
pg und qj die 5ä '^ ^' i'^*! '*'? ^<* ^"'^'^ diese Punkte con- 
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jugirt zu den Schuittpmikten a und 1) von 5^ mit <\x resp. pr. 
Da aJso jt), aa, bb' drei Paare einer Involution sind, so ist 

(fl&'9j)A(«'&äi)), 
mithin nach Kap. I, § 3, Seite 15 auch 

(ß6'5ä)A Cö«'t)ä). 
Projicirt man diese Punkte aus q und p, ao ist 

d. h. die Punkte p (J r j ^ J liegen auf einem Kegelaclinitte. 




Zusatz. Enthält, ein Kegelschnitt fi! ein Poldreieck des 
Polars jatemes, so enthält er unendlich viele, jeder Punkt p 
ist Ecke eines solchen, seine Polare P schneidet den S in 
den zwei Übrigen Punkten q, r. Ein solcher Kegelschnitt 
möge Folkegelsehnitt des Polarsystems heissen. 

§ 5. Polarflguren. 
Ist das PolarBjstem des Ordnungskegelschnittes K ge- 
geben, gleichgiltig ob K reell oder imaginär ist, so entspricht 
jedem Punkte a der Ebene die Polare A und umgekehrt. 
Allgemein wird die Beziehung zweier ebenen SystemSj durch 
welche den Punkten und Geraden des einen die Geraden und 
Punkte des anderen augewiesen werden, als eine reciprohe 
bezeichnet. Die polare Beziehung ist eine projelitivische reci- 
prohe Beziehung zweier ebenen Systeme derselben Ebene. 
Denn beschreibt a ein gerades Gebilde X, so durchläuft Ä 
einen zum geraden Gebilde projektivischen Strahlen büschel (a:). 
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Folgerung 1. Die Polarfigur eines Kegelsclmittes K 
ist wieder ein Kegelachnitt S, und die Polarfiguren 21, a von 
a und A, welche Pol und Polare von K sind, sind Polare und 
Pol von S, Dea Punkten und Tangenten von K enteprechen 
die Tangenten und Punkte von Ü. Wird nämlich K durch 
die projekti vischen Büschel (n) A (f>) erzeugt, so ist ^ die 
Enveloppe der Geraden, welche homologe Punkte der geraden 
Gebilde | 31 1 A | *J3 | verbinden. 

3. Jeder Satz über Beziehung projektivischer Gebilde 
geht in einen richtigen Satz über, wenn man im ersteren an 
Stelle von Punkt und Gerade, Gerade und Punkt setzt. Man 
nennt diese Regel, welche dazu dient aus einem Satze einen 
zweiten abzuleiten, das Gesets der Meciprocität und die Sätze 
seihst heissen einander dual gegenüber stehende Sätee. 

So z. B. geht der Paseal'sche Satz in Kap.IlI, § 4, Seite 53 
in den dualen Satz Über: 

Bind % % S, % @, % sechs Tangenten eines Kegelsdmütes 
und schrmäm eirumder 3133 in 1, SB© in 2, S© im 3, S® 
in 4, ®g ^ 5 *<'"^ 5^ *" 6| s" gehen die drei Geraden, welche 
die drei Paare gegenüberliegender Ecken mit einander verbvnden, 
nämlich: 14, 25, 36 durch einen Punkt (Brianehon'scher Satz). 

Weitere Beispiele aus dem Vorangehenden anzuführen 
dürfte liberflüssig sein, in der Folge werden noch einzelne 
besonders hervorgehoben werden. 

§ 6. Classifleation der Kegelschnitte. 
Die Kegelschnitte werden, nach ihrem Verhalten der un- 
endlich fernen Geraden M^ gegenüber, eingetheilt in zwei 



L Der Pol m von M^, für den Kegelschnitt liegt im 
Endlichen. 

Tl. Der Pol m hegt auf M^. 

1. Da für jede Gerade G, welche durch m geht, dieser 
Punkt Mittelpunkt der Polinvolution auf (? ist, so wird m 
selbst Mittebpv/rüit des Kegelschnittes genannt. Schneidet G 
den K in reellen Punkten, so haben diese von m gleichen 
Abstand (Kap. I, § 3, Seite 21). 

Die Strahlen durch m werden Durchmesser des Kegel- 
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Schnittes genannt. Sind G uad @ ein Paar der Polaien- 
involution von m, so heissen (?, @ ein Paar conjiigirter Durch- 
messer von K. Die Mittelpunkte der Poliuvolutionen auf 
den HU G parallelen Geraden liegen auf @ und umgekehrt. 
Sehneidet G in reellen Punkten, so sind die Tangenten in 
denselben parallel zu @. Die Geraden G, @, M^ bilden ein 
PoidreJeck von K. (Folgt unmittelbar aus den Sätzen der 
§§ 5, 6, 7 des Kap. III.) 

Das ßechtwickelpaar Ä% der Tiivoliitiou in m heisst 
Äxen des Kegelschnittes. 

Man unterscheidet nun die beiden Fülle ob die Polaren- 
involutioD in m 

a) elliptisch, 

b) hyperbolisch 
ist 

a) Ist die Involution conjngirter Durehmesaer elliptisch, 
so wird der Kegelschnitt Ellipse genannt. 

Ist ein Punkt desselben reell, so ist der Kegelschnitt 
reell, und jeder Durchmesser muss in zwei reelleu Punkten 
sehneiden, die auf demselben eine Strecke begränzen, deren 
Mitte m ist. Die reelle Ellipse umschliesst also den Mittel- 
punkt und verläuft ganz im Endlichen. 

Schneidet ein Durchmesser den Kegelschnitt nickt in 
reellen Punkten, so hann hein redler Ftmkt des Kegelschnittes 
existiren, derselbe ist imaginär. 

Wir wollen unter Ellipse immer den reellen Kegelschnitt 
verstehen. 

Ist apeciell die Involution in m cirmlar, so ist der Kegel- 
schnitt ein Kreis (Kap. IV, § 1, Anmerkung auf Seite 72). 
Derselbe kann imaginär oder reell sein. 

b) Ist die Involution conjugirter Durehmesser hyper- 
boliseh, so wird der Kegelschnitt Hyperbel genannt. Die 
Hyperbel schneidet also M^, in zwei reellen Punkten, deren 
Tangenten durch m gehen und Asymptoten der Hyperbel 
heissen. Sie sind die Deckstrahlen der Involution conjugirter 
Durehmesser G, ®, und trennen daher diese harmonisch. 
Schneidet G die Hyperbel in reellen Punkten, so sind die 
Schnittpunkte auf ® conjungirt imaginär. Die Äsen halbiren 



y Google 



IV. g e. Classification der Kegelschnitte. 99 

die Winkel der Asymptoten. Eine derselben schneidet in 
reellen Punkten und heisst reelle Äxe, die andere heisst mta- 
ginä/re Axe. Die Hyperbel verläuft ganz in den Seheitel- 
winkelräumen, in welchen die reelle Axe liegt. 

Stehen die Asymptoten auf einander aentreeht, so heisat 
die Hyperbel gleichseitig. 

II, Liegt der Pol m^ von Jlf„ auf M„ selbst, so be- 
röhrt der Kegelschnitt die J/„, und er heiast Parabel. Man 
kann m^, auch als Mittelpunkt des Kegel seh nittea auffassen. 
Die Involution conjugirter DurehmeBser wird dann parabolisch, 
indem jedem Durchmeaser M^ conjugirt ist, Kap. III, § 6, 
Seite 59. Die Mittelpunkte aller Polinvolutionen, die auf 
einer Schaar paralleler Geradon auftreten, liegen auf einem 
Durchmesser der Parabel, welcher conjugirt zur Richtung der 
Schaar heiast. Derselbe schneidet nur io einem im End- 
lichen gelegenen Punkte die Parabel. Der Durchmesser, wel- 
cher senkrecht zu seiner conjugirten Richtung ist, heisst Axe 
der Parabel. Die Äse ist die Polare der Richtung, welche 
senkrecht ist zur Richtung m^,- 

1. Aiifgalie. Es ist ein Kreis 2 durch centrale CoUi- 
neation so abzubilden, daas die Oollinearfigur S' eine a) Ellipse, 
b) Hyperbel, c) Parabel wird. Nimmt man die Collineations- 
ase C und das Centrum c, sowie den Kreis ® willkürlich an, Mg. 5 
so hat man nur die Gegenlinie V so zu wählen, dass sie 

a) den Kreis Ä nicht schneidet, wie F„, 

b) den Kreis S in zwei getrennten Punkten schneidet, 
wie Fi, 

e) den Kreis ^ in einem Punkte berührt, wie V^. 

Denn V'x. wird die unendlich ferne Gerade der Ebene E', 
also ®' von der verlangten Art. 

3. Aufgabe. Es ist ein Kegelschnitt K gegeben; man 
bilde ihn durch centrale Collineation so ab, dass die Oolli- 
nearfigur K' eine a) Ellipse, b) Hyperbel, c) Parabel wird, 

3. Aufgabe. Es ist ein Kegelschnitt K gegeben durch 
drei Punkte x, y, und die Tangenten X, Y in zweien der- 
selben; man bestimme seinen Mittelpunkt m, die Involution 
conjugirter Polaren in m, sowie die Axen J., Sl und die 
Asymptoten, wenn dieselben reell sind. 
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Anmerkung. Die Polarfigur eines Kegels ehnittes K in 
Bezug auf die Basis K ist eine Ellipse, Hyperbel, Parabel, 
je nachdem der Mittelpunkt von K innerhalb, ausserhalb, auf 
dem Kegelschnitte K liegt. 
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§ 7. Die Reeiprocität. 

Dcfimtion. Sind zwei ebene Systeme derart aufeinander 
bezogen, dass den Punkten und f<eiaden des einen die Ge 
raden und Punkte des anderen entspiechen, so &af,t man die 
Ebenen sind in recipöliet St^iämng Entspricht hiebei jedem 
geraden Gebilde | P| von U ein z i ihm projekhvisthn "itrah 
lenbfischel (p) von ®, so wird die Beziehung eme ptojdiüütsch 
reciprohe genannt. 

In § 5 wurde die Beziehung zwischen Pol und Polare 
eines Kegelschnittes als eine reeiproke projektivisehe erkannt. 

Lehrsatz 1. Entspricht jedem l\mkte p und der durch 
ihn gehenden Geraden P von E eine Gerade ^ und ein auf ihr 
liegender PunJot p von @, so stehen E tmd @ in reeiproker pro- 
jelctivischer j 
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Nimmt man in @ ciDen beliebigen Kegelschnitt K an, 
and ist p' der Pol von ?|ä und ^' Polare von p in Bezug auf 
K, so steht das ebene System ®' zu E in colünearer Be- 
ziehung. (Kap. Tl. § 2, Lehrsatz 1.) 

Daher wird dem geraden Gebilde |P| ein zu ihm pro- 
jektivisehes gerades Gebilde |5ß'| entsprechen and diesem in 
Bezug auf K ein projektivischer Stralenböachel (p), also ist 
auch |P| A (f). 

Lehrsatz 2. Eine reciproJce projelctivische Bmekung zweier 
^enen Systeme ist bestimmt, wenn man vier Ihinläen a, h, c, d 
von E, von denen keine drei auf einer Geraden liegen, vier 
Gerade St, 58, (S-, % von ® mmeist, von denen Jcdne drei durdi, 
einen Funkt gehen. 

Sind a', V, t', V die Pole von %, S8, tS, ® in Bezug auf 
einen beliebigen Kegelschnitt K, und bezieht man E auf IS' 
so collinear, dass a, b, c, d zu entsprechenden haben a',^', c', b", 
so wird das polare System @ von ©' auf E reciprok be- 

Lehrsatz S. Ist das äiem System @ projekUvisch reciprok 
SU E' und E, so sind E, E' collinear. 

Der Geraden Sß von <5 entsprechen die Punkte p und p' 
in E und E' und diese bestimmen die coilineare Beziehung, 
indem jeder Geraden P durch p eine G-erade P' durch p' en^ 
fcpiieht (Kap II, § 2, Lehiaatz 1) 

Liegen die beiden leciproken ebenen Systeme E, © in 
einer Ebene, bo kann jeder Punkt und jede Geiade einmal 
zu dem einen das anderemal zu dem anderen System ge- 
hoiig aufgefassfc weiden 

fttht die dem Funkte p entsprechende Geride ^ durch 
p, so muss aut,h die dem Punkte p, als p autgefasst, ent- 
sptechendf Gerade P durch 9 ^ p gehen Denn da p ein 
Punkt von ^ ist, so muss die ihm entapiechende Gerade P 
duich p gehen Entspiiiht inalog einer Geraden P ein Punkt 
p, dei auf P hegt, so entspricht dei Geladen ^ = P ein 
Punkt p, dei auch auf P= ^ lie^t 

Geht daher die dem Punkte p entsprechende Gerade 5ß 
niehf duich p, ao geht die dem Punkte p =p entsprechende 
Geiide P auch iiiclt duiih p, und hegt dei der Geraden P 
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entsprechende Piinkt p nicht auf P, so liegt auch der der 
Geraden $ = P entsprechende Punfet p nicht auf ^. 

Lehrsatz 4. Entsprechen der Geraden P ■= ^ die Punkte 
p und p, so bestimmen p, p eine coüineare Beziehung der Ehene, 
in welche homologe Gerade G, & solche sind, die demselben 
Punkte Q^ ff entsprechen. 

Denn durchläuft p ein gerades Gebilde G, so heachreiht 
p ein dazu projektivisches gerades ßebilde @, während ^ =■ P 
sich um den Punkt Q = ^ dreht. 

Anmerkung. Entsprechen den vier Geraden Ä = W-, 
B^SÖ, (7=®, i)=3), von denen keine drei durch einen Punkt 
gehen, die vier Punkte tt = «, b = 6, C = c, b = <?, so ent- 
spricht jeder Geraden C? = ® ein und derselbe Punkt %= g, 
und jedem Punkte p ^ p dieselbe Gerade 3ß ^ P. Denn die 
obige Collineation mnsa eine Identität der ebenen Systeme 
werden. Ein specieller Fall einer solchen Reciprocität ist das 
Polar System. 



7. Lehrssitz 5. Entsprechen dem 
Punkte p = p die Geraden ^ 
und P, welche sidt vn p'^p' 
s(^neidenj so sei die Gerade 
pp' = pp' mitA = Sl bezeich- 
net, und resp. a seien die ihr 
entspreckmiden Punkte. Dwch- 
Vmft der Punkt a; = £ das ge- 
rade Gebilde \A\ = \%\,soie- 
scfi^eiben die entsprechenden 
Sfy'dhlen ^ und X die StrcMen- 
büschel (a) A («) i welche su 
A=% perspekUvisch liegen. Ist 
x' = 5' der Schnittpunkt von 
X und i£, sö bilden die Paare 
(x-^') = (^3:') auf -4 = Sl eime 
Involution {A\ = {%\. 



Lehrsatz 5'. Ent^recheitder 
Geraden Q = 0>die Punkte cf imd 
q, so sei ihre Verbindungsgerade 
(\q mit Q' = d' bezeichnet, 
welche Q=0-inb^h schndden 
möge und S8 resp.B seien die die- 
sem Pwnhte entsprechenden Ge- 
raden. Durchläuft der Strahl 
T=^ den Büschel (b) = (b), 
so beschreiben die entsprechendett 
Punkte \) undy die swei geraden 
Gebilde | S8 1 A \B\, welche m 
6^6 perspektivisch liegen. Ist 
F = ^' die Gerade ^, so 
UldendiePaare(T'^') = {^T) 
in (b) = (6) die Skahlcmvnvohi- 
tion [b] = |6). 
Dem Schnittpunkte p' von P ujid A entspricht die Ge- 
^'= pa und dem Schnittpunkte p' = p' von ^ und ?l 
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entsprielit die Gerade P' = fa, Darcliläuft daher x = "^ das 
Gebilde |.4| = |3([, so beschreiben ax und 3t awei projek- 
tivische Strahlenbüscbel («) rosp. (d), in denen Z*", 5ß und 
und P, 33' zwei Paare homologer Strahlen sind. 




Entspricht dem Strahle aa = (7= S in den Büscheln (a) 
und (a) der Strahl C lesp. E', so liegt der Schnittpunkt 
c = c von C und ©' auf J. = St (Kap. I, § 2, Zusatz zur 
Aufgabe 2, Seite 13) und entspricht mithin der Geraden © = 0, 
welche ^1 = §1 in dem Punkte c ■= c' sehneidet, der K' resp. C 
zugeordnet ist, Durchläuft nun a: ^ g das gerade Gebilde 
|.d| = |Sl|, so werden die Schnittpunkte e' von $ und x' 
von X auf .4 = Sl zwei projekfcivische gerade Gebilde be- 
schreiben, die in p' =• |)', ^ = pj c ^ c drei Deckpunkte be- 
sitzen, also identisch sind. Da in der projektivischen Be- 
ziehung zwischen dem von x und g' durchlaufenen geraden 
Gebilde p^p und p'=p' sich involutoriseh entsprechen, 
so sind icg' Paare einer Involution. In dieser Involution 
entspricht e == t dem Schnittpunkte c'= c' von C= © mit 
^ = St. 

Der Satz rechts folgt aus der dualen Betrachtung und 
es entspricht ebenso dem Strahle 6 c die Gerade C = S in 
der Involution {h\ = !b|. 
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Beschreibt der StmIiM = §I 
deu Strahlenbüsciiel (e) = (c), 
so durchlaufen a und a zwei 
projektivische gerade Gebilde 
auf C=I5, deren adjungicte 
Involution mit {C| = {15) be- 
zeichnet sei. 



Durchläuft der Punkt h = l3 
das gerade Gebilde | C | = 1 6 1 , 
so beschreiben die Strahlen ^ 
und S zwei projektivische Bü- 
schel um c =^ C, deren adjun- 
girte Involution mit je) = [ C | 
bezeichnet sei. 



Die Involution [C] = [(1} ist der Schnitt von [c] = je). 

Denn die projektivischen Gebilde, welche a und a be- 
schreiben, sind dieselben, welche die Strahlen B und S auf 
= S ausschneiden. 



Lehrsatz 6. Ist 

irgend ein Funkt der Ebene, 
dessen entsp-eehmde Geraden SR 
und M sich in m' = m' sd 
dm, so geht mm' = mm' ävrch 



Lehrsatz 6'. Ist N'^^ 

, i/rgend eine Gerade der Elme, 

: deren entsprechende Punkte it 

■ und n auf der Geraden N'^=^' 

. liegen, so schneiden sich N und 

N'aufC=<l. 

Denn verbindet man i» = m mit c = t und bezeichnet 

diese Gerade mit Ä = %, so liegen die ihr entsprechenden 

Punkte a und a auf 0=©, und daher liegt auch m' = w! 

auf A = %. 

Lehrsatz 11, Durchlauf t der LelirsatK 7'. 
Punkt m ^m irgend eine Ge- Gerade N=^ einen Strahlen- 
rade G = &, so durchlimß der 
Sekniti^unkt m' = ra' von W 
tind M einai Kegelschnitt S, 
tcelcher diwrch c ^ C g^t rnid 
auf ü =■ S dis Polinvolution 
{Cj = {e[ he&itzt. 



(h) = (5), so hüUt die 
Gerade N' =W, welche n und 
n verbindet, einen EegelscJmUt 
S' ein, welche amh C=^ be- 
rührt und in c = t die Polaren- 
involuHoH {ö} = {c} hesitzt. 

Die Geraden 3)i und M beschreiben um g und g zwei 
projektivische Büschel, in denen gc und gc homologe Strahlen 
sind. Da m«j' = mm' stets durch c^c geht, so schneiden 
die Strahlen gm' = M und gm'= SK die Gerade C= S in 
den beiden Punkten, welche JKm'=mm' entsprechen, daher 
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hat S auf C = e i3ie Polinvolutioii j C) = ( S ) (Kapitel IV, 
§ 2, Aufgabe 1, Seite 76). 



Lehrsatz 8. Die Invohitio- 
iim auf den Sirahlen durch 
c ^ c lieg&n in einem Polar- 
systeme K, für welches c und C 
Pol und Folare , [c] tmd [C] 
Polaren- resp. PolmvoluUon sind. 



lehrsatz 8', Die Strahlen- 
invokttioiten in den Punkten 
von C ^ K liegen in einem 
Polarsysteme K', für welches G 
imd c Pola/re umd Pol, { C] msw? 
[c] Pol- resp. Polareninuolu- 
tionen sind. 

Ist ® der G ^ ® nach Lehreatz 7 entaprecheude Kegel- 
schnitt und Ä^, A^, Äg irgend drei durch c == c gehende Ge- 
rade, welche & = @ in m^, m^, »Wg, (7 = S in c/, c^, Cg' und 
^ in m/, tn^' , m^' schneiden, so sind cc/, mtmi je zwei Paare 
der Involution [Ai] auf A/. Nach Kap. IV, § 4, Folgerung 
zu Lehrsatz 1, Seite 94 ist durch die drei Involutionen [A, ], 
[A^] , [A^] ein Polarsystem K bestimmt. In diesem ent- 
spricht der Geraden &■ der obige Kegelschnitt S und anf 
allen Strahlen durch c bestimmt ^ und G ein Paar der In- 
volution, e und der Schnittpunkt von C ist ein zweites Paar, 
Für K ist c und G Pol und Polare, und K hat auf C dieselbe 
Involution wie Ä. 




Sei m ein Punkt von K, also ein Deckpunlit der In- i-ig. s. 
volution [A] auf A = cm, so geht die Gerade W durch m. 
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Schneidet SOI den K noch iu dem Punkte n, so muss Jf so- 
wol durch n als m gehen, es ist also N = SO? und die beiden 
Punkte n und m liegen auf K. Da nmgekehrt jeder Punkt m, 
welcher auf der ihm entsprechenden Geraden äffi liegt, ein 
Punkt von K. sein muss, so ist K der Ort der 'Pwyikte, welche 
<mf dm ihnen entsprechenden Geraden liegen. 

Schneidet ^"=aK die (7=e in a, so ist JV=a)i ein 
Deekstralil der Involution [a] , denn die Gerade nm fällt mit 
JV= 9K zusammen, daher ist iV= SK Tangente von K'. 

Da jede Gerade N, welche durch den ihr entsprechenden 
Punkt n geht, Tangente von K' ist, ao folgt: IC ist die En- 
veloppe der Geraden, welche durcfi den ihnen entsprechenden 
Punkt gehen. 

Durch den Punkt m = ra geht noch eine zweite Tan- 
gente M von K', und da dieses für jeden Punkt von K gilt, 
so liegt K gans ausserhalb K'. 

Der Tangente T von K m m entaprieht der Berührungs- 
punkt t von K' auf 9)Z; denn der Geraden, welche die Punkte 
m, m' von K verbindet, entspricht der Schnittpunkt der GEe- 
raden SOI . W. 

Sind d, d^ die Deekpunkte der Involution { Cj , so sind 
crf = Sü und cdi = ®i die Deckstrahlen der Involution [c], 
und dem Punkte d ^h entspricht die Gerade ® = Z), ebenso 
dem d^ = b^ die Gerade ©1 = 1),. K und K' borühren 3) 
und ®j in d und d^. 

Ist ein Punkt von K reell, so ist sowol K als K' reell. 

In specielleu Fällen kann K in zwei sich in c = C schnei- 
dende Gerade zerfallen, wobei dann K' in zwei auf C^ S 
liegende Punkte degenerirt. Auch können d und d, auf 
C/=E Kusammenfallen, wobei dann auch c ^ c in diesen 
Punkt fällt. Solche recipvoke Beziehungen lassen sich auch 
leicht aufstellen, 

Anmerkung. In der im Lehrsatze 4 betrachteten Col- 
lineation entspricht sich K sowie K' selbst. Entsprechende 
Punkte von K sind m und n, welche auf derselben Tangent« 
S)I = iV" von K' liegen. Die Vervollständigungsaxe der auf 
K liegenden projektivisehen Punktreihen m, m ist C==©. 



y Google 



V. Kapitel. 

Hauiiipuiikte einer (lollineation. — Steiiier'sclie Verwandt- 
schaft. — Sclinittpunltte zweier Kegelschnitte. — 
Aufgalien. 

§ 1. Die Hauptpunkte einer Collineation. 

Illlfssatz, Haben swd Kegelschnüte S und Ä' einen Ihmlci 
a gemeinschaftlich y in dem sie sich nickt berühren, so haben sie 
noch einen anderen PtmM gemeinschaftlich. Denn iiiieh Kap. III, 
§ 7, Folgerung 4, zu Lehrsatz 2, Seite 64 bildet der Kegelscliiiitt 
eine gescliloseene Linie, also wird ein Punkt ic, der von a aus in 
bestimmtem Sinne ^ durchläuft, wieder nach a zurückkehren 5 
da aber x bei a von dem einen Gebiete der Ebene, in welche 
sie durch ^' zerlegt wird, in das andere übertritt, so muss x 
wieder bei einem anderen Punkte p aus dem «weiten in das 
erste eintreten, damit er auf S laufend nach a zurückkehren 
kann. Würde ausser p noch ein Schnittpunkt q auftreten, so 
müsste noch einer r vorhanden sein, denn bei q wüi'de x 
wieder aus dem ersten Gebiete ins zweite übergehen, also 
müsste wieder ein Uebergang aus dem zweiten ins erste statt- 
finden. Würden sich die Kegelschnitte S, S' in p berühren, 
so müsste ebenfalls noch ein Schnittpunkt q auftreten, indem 
dann x bei p auf derselben Seite der Tangente von ^' bliebe, 
also auch das zweite Gebiet nicht verlassen würde. Es könnte 
speeiell der Punkt q auch noch in p fallen, wobei dann ffi 
und ^' einander in p osctiUrm. ^ berührt nicht blos ^', son- 
dern tritt aus dem einen Gebiete ins andere über. 

Es seien zwei collineare ebene Systeme in derselben 
Ebene gegeben. Liegen dieselben central, so deckt sich ein 
Strahlenbäschel (c) mit seinem homologen (c') und ein ge- 



y Google 



108 V. § 1. Dio Hauptpunlttc oiiiei' Collinoatioii. 

raJes Gebilde C coineidirt mit seinem entsprechenden C 
(Kap. II, § 3, Seite 30). Wir wollen diesen Fall flir das Fol- 
gende dieses Paragraphen au aschli essen. Wir haben dann in 
Kap. n, § 1, Folgerung zu Lehrsatz 3, Seite 27 gesehen, dass 
keine vier Punkte mit ihren homologen sieh decken können. 
Wol kann aber stets eine Collineatiou aufgestellt werden, in 
der sich drei Punkte p, q, r, die nicht in einer Geradi-n liegen, 
mit ihren homologen p q , r decken m'in kann dann noch 
einem Punkte a einen willkui liehen, YOn ihm verschiedenen 
Pinkt a zuweisen wodurch die Tollmeition bestimmt ist 
Lin P inkt dei mit seinem homologen m dei Collinea 
tion zu%ammenrallt iici'sst Hauptpunkt und eine Gerade, die 
sich mit ihrei entsprechend n deckt, Hattptgeiade der Cöllt 
iipatbon Wir beweisen den folgenden 

Lehisatz 1 In ^ueicolhHemen Systemen B,E denelhen 

Eicnt eaibhrt btcfi an Savpfpunlt p ^p und ane Haupt 

ga ade F= P 

9. Dem Punkte a' von E' möge a von E entsprechen. Die 

Büschel (a') J\ (a) erzeugen einen Kegelschnitt ß. Entspricht 




dann dem Punkte a' =^h zu J'l gerechnet der Punkt b', so 
erzeugen die Büschel (b) J\ (h') den Kegelschnitt ^', welcher 
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die Colliiiearfigur von ^ ist, und zwar liegen homologe Punkte 
X, se' auf Strahlen dureli den Punkt a' = b. Hieraus folgt, 
daas S und Sl' nicht identisch sein können, und dass sie sich 
bei allgemeiner Wahl von a ^h in diesem Punkte nicht be- 
rühren werden. Zu Folge des Hilfsiatzes schneiden sie sieh 
dabei wenigstens noch in einem Punkte Jeder dieser Schnitt- 
punkte ist ofleubar ein Hauptpunkt dei Collineation. Schnei- 
den sich die Kegelschnitte noch m drei Punkten jo, q, r, so 
sind diCbC äiet Haupipunlfe und die sie verbindenden Geraden 
sind d)n Huuptgeiatlm 

Wir setzen voraus ein Schnittpunkt p =p' sei construirt. f 
Der Ueiaden pi = Ä wird die Gerade p'x' = A' entsprechen, 
und die geraden Gebilde \Ä\ 7\ \Ä'\ liegen perspektivisch, 
a sei ihr Perspektivitätscentrum. Entspricht ihm der Punkt 
a', so werden die Bösehel (k) A («') offenbar zu dem ge- 
raden Gebilde | A' j perspektivisch liegen, haben mithin einen 
Strahl P ^ P' entsprechend gemein, welcher eine Haupt- 
gerade der Collineation ist. 

Je zwei homologe Stra.h]en B, B' durch p = p' haben 
ihr Perspektivitätscentrum ß auf P= V. Denn geht P nicht 
durch p =p', so sehneidet es B und B' in einem Paare ho- 
mologer Punkte, Gebt aber P = P' durch p ^ p\ so würde, 
wenn ßa nicht durch p ginge, diese Gerade eine Hauptgerade 
sein, denn schneidet sie A und B in m, n, so trifft sie A' 
und B' in m', m'; also fällt mn auf m'n'. 

Die Gerade P :^= P' geht dann und nur dann durch 
p = p', wenn sich ß und B' daselbst berüliren. Denn be- 
schreibt j1, also auch A\ den Büschel (p) A (p')i ^o durch- 
läuft a aufP ein zu diesen Büscheln projektivischet 
Gebilde, welches zum Strahlenbüsehel a'(x') = h{x) p 
tiviscb liegt. Sind also die Tangenten T, 1" von S und S' 
in p nicht identisch, so kann ihr Perspektivitätscentrum t auch 
nicht in p liegen, es geht also P nicht durch p. Das Cen- 
trum T liegt im Schnittpunkte von a'p mit P. Geht aber 
P durch p, dann ist p Perspektivitätscentrum zweier Strahlen 
durch ji, die in P =^ P' comeidiren müssen' und die j 
schaftliche Tangente von ®, SE' darstellen. 
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Wir wollen mit p = p' den Punkt bezeiclmeii, in dem 
sich S, S' schneiden oder osculiren, aber nicht einfach be- 
rühren. Dann geht P ^ P' diirch ji =^' nur dann, wenn 
sich.S^ nnd S' daaelbat osculiren, 

Lehrsatz 2. Alle Kegelschnitte ^, welclie dii/rch irgend 
Bwei homologe Büschel (a) Js (a) erneugt werden, gehen durch 
dm Hmiptpunktp =p' und haben auf der Hcwptgeraden P=P' 
dieselbe Involution conjugirter Pole, welche die adßungirte Invo- 
lution der auf P = P' liegenden projeMivischen geraden Ge- 
bilde ist. 

Da ap der homologe Strahl zu a'p' ist, so geht S durch 
P =p'. Weil aber die Büschel {d) A («') anf P == P' die 
einander projektivischen geraden Gebilde ausschneiden, so ist 
die diesen adjungirte Involution die Polinvolution von SE 
(Kap. IV, § 2, Aufgabe 1, Seit« 76). 

Hieraus folgt, dass kein weiterer Punkt x = x' oxistireu 
bann, sobald er uicht auf P liegt. Denn dann müssten S 
und W durch a,p, x gehen und auf P = P' dieselbe Pol- 
involntion haben, könnten also nach Kap. IV § 1 von einander 
nicht verschieden sein. 

Geht P = P' nicht durch j) = p' und ist diu adjungirte 
Involution auf P: 

1) hyperbolisch, q, r ihre Deckpunkte, so gehen alle ® 
durch p,q,r, und P ^ qr, Q '^ pr, li =^ qp sind drei Haupt- 
gerade, p, q, r drei Hauptpunkte der CoUineation j 

2) elliptisch, so sind ihre Deckpunkte q, r conjungirt 
imaginär und die Involution, welche sie aus p projicirt, hat 
die conjungirt imaginären Decksfcrahlen Q, iJ; 

3) parabolisch, j = j- ist ihr Deckpunkt, dann berühren 
alle S die P in § und pq = pr stellt zwei zusammenfallende 
Hauptgerade M =t= Q dar. 

Die Deckstrahlen der beiden m p = p' auftretenden pro- 
jektivischen Büschel schneiden P = P" natürlich in den Deck- 
punkten der projektivischen geraden Gebilde. Sind sind also 
in 1) reell und verschieden, in 2) imaginär, in 3) reell und 
zusammenfallend. 

4) Es gehe P durch j?, dann berühren alle 9t die Garade 
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P und oseuüren einander in p. Gleichzeitig können die in 
p =p' auftretenden projekti vis eben Büschel nur den Strahl 
P = F' zum Deckstrahl haben, denn jeder andere müsste S 
und ^' in demselben sich selbst entsprechenden Punkte schnei- 
den, was unmöglich ist, da ffi und W sich nicht mehr schneiden, 
ausser in «'= 6. 

Das Hauptdreieck der Collineation ist mithin in den 
Fällen 1), 3), 4) vollständig reell und zwar ist es in 1) ein 
eigentliches Dreieck mit drei von eina.nder verschiedenen 
Ecken, in 3) fallen zwei Ecken und daher auch zwei Seiten 
zusammen, in 4) fallen alle drei Ecken in einen Punkt und 
alle drei Seiten in eine durch den Punkt gehende Gerade. In 
2) ist von dem Dreieck nur eine Ecke und die gegenüber- 
liegende Seite reell. 



i 2. Das zwei Polarsystemen genaeinaame Poldreieek. 

Es seien zwei Polarsysteme K, K' in derselben Ebene 
gleichgültig ob die Ordnungskegeischnitte derselben 
reell oder imaginär sind. Bestimmt man zu jeder Geraden A 
die Pole a und a, welche ihr in Z'und K' entsprechen und 
weist diese Punkte a, a' einander zu, so ist die dadurch ent- 
stehende Beziehung zwischen den Punkten der Ebene eine 
GoUineaUon. Denn jeder durch a gehenden Geraden X. wird 
eine durch a' gehende Gerade X' entsprechen. (Kap. II, § 2, 
Seite 28). 

Dieselbe Collineation wird auch erhalten, wenn jeder 
Geraden G der Ebene die Gerade G' zugewiesen wird, so dass 
G für K denselben Pol hat," wie G' für K'. 

Wir unterscheiden nun die beiden Fälle: 

a) die Collineation ist central, 

b) die Collineation ist nicht central. 

a) Ist die Collineation central, so soll das Centnim c 
derselben 

1) nicht auf der CoUineationsaxe C liegen, 

2) es soll auf der CoUineationsase G liegen. 

1) Jeder Punkt a der CoUineationsaxe hat in Bezug auf 
K und IC dieselbe Polare A und diese Polaren müssen durch 
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c gehen, denn sie fallen mit ihren entsprechenden Geraden 
der Collineation zusammen. Es ist daher c Pol von C für 
K und IC. Schneidet Ä die C im Punkte b, so ist dieser 
Pol der Geraden B = ^ iäi K und K'. Mithin ist aho 
ein beiden Polarsystemen gemeinschaftliches Poldreieck und 
es existiren unendlich viele solcher, jedem Punkte von G ge- 
hört eines zu. 

Die Polarsystome haben auf C dieselbe Polinvolution und 
in c dieselbe Polareninvolution, welche die Projektion der 
ersteron ist. Ist dieselbe hyperbolisch, g, h ihre Deckpunkte, 
so berühren K und K' die Geraden cg und ch in g, h, oder 
beide Kegelschnitte henihren eintmder doppelt auf C. 

Wir wollen diese Ausdrucksweiae auch für den Fall bei- 
behalten, dass die Involution elliptisch ist und können daher 
diesen Fall dahin charakterisiren: Die beiden Tolarsystemc 
haben auf C eine doppelte Berührung. Die Ordnungskegel- 
schnitte können sich nicht mehr schneiden. (Kap, IV, § 1.) 

2) Liegt c auf C, so wird wieder c der Pol von C für 
K und K', diese müssen also beide reell sein und in c be- 
rühren. Ist a ein Punkt von G und A seine Polare für K 
und K', so stellt a und der doppelt gezählte Punkt c ein 
Poldreieek beider Kegelschnitte dar, dessen Seiten A und die 
doppelt gezählte Gerade G ist. Es gibt also unendlich viele 
beiden Kegelschnitten conjiigirte Dreiecke. 

Die Kegelschnitte schneiden einander in c in vier Punkten; 
es sind die Punkte g, h, in denen sie sich berührten (Fall 1), 
beide in den Punkt c gerückt. 

Wir wollen im Folgenden diese beiden Fälle stets ge- 
sondert von den übrigen betrachten und wenn nichts erwähnt 
wird immer voraussetzen, dass die Polarsysteme die wir be- 
trachten, nicht eine doppelte Berührung haben. 

b) Ist die OoUineation nicht central, so tritt immer ein 
Hauptpunkt p =p' und eine Hauptgerade P = F' auf. Dem 
Punkte p=p' entspricht dann in Bezug auf K und Ji! die- 
selbe Polare, sie sei mit P^ bezeichnet; wir wollen zeigen, dass 
sie identisch ist mit . P = P'. Sei nämlich A eine beliebige 
durch p =p' gehende Gerade, welcher daher in der Collineation 
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eiue ebenfalls durch j)=^' gehende Gerade A' entspricht. 
Schneidet nun A die P^ in x, so geht die Polare X von x 
in Bezug auf K durch j)=j?' und daher hegt ihr Pol in 
Bezug auf K sowol auf P^ ala auf ä! d. h. er ist der Schnitt- 
punkt x' beider Geraden. Das Perspektivitätscentrum ß der 
projektivisclien Punktreihen auf A und A! liegt daher auf 
P;i = xx' , diese Gerade ist also mit der Hanptgeraden P= P' 
identisch (§ 1). 

Schneidet die Polare X des Punktes x von P die Haupt- 
gerade P in I, so ist 3^, I ein Paar conjugirter Pole für K^ 
und x' , % ein solches für ^ , und da x, x' homologe Punkte 
der projektiv ischen geraden Gebilde auf T •=T^' sind, so ist 
die ihnen adjuugirte Inyolution auch adjungixt den beiden 
Pol Involutionen, die ^ und S! auf P zugehören (Kapitel IV, 
§ 2, Seite 80). 

Wir unterscheiden nun die di^ei Fälle des § 1: 

1) Das Hauptdreieck der Collineation ist reell, dann ist 
dasselbe ein beiden Polarsjstemen angehörendes Poldreieek 

jigr, jede Ecke ist Polare der gegenüberliegenden Seite, 
denn q^, r [die Deekpunkte der adjungirten Involution auf P] 
sind das beiden Polinvolutionen von K und K' gemeinschaft- 
liche Paar conjugirter Pole. (Kap. IV, § 2, Lehrs. 3, Folg. 3, S. 81.) 

2) Es ist nur p und seine Polare P reell, dieselben 
stellen eine Ecke und eine Seite des beiden Polarsystemen 
angehörenden Poldreieckes dar. Die zwei übrigen Ecken sind 
die conjungirt imaginären Deekpunkte der elliptischen ad- 
jungirten Involution. 

Nach (Kap. IV, § 2, Folgerung 2 zu Lehrsatz 3, Seite 81) 
müssen dann die Pohnvolutionen von K und K' auf P hy- 
perbolisch sein, und ihre Deekpunkte g, h resp. g', h' trennen 
einander. In diesem Falle sind also sowol K als K' reelle 
Kegelschnitte, welche F in g, h resp. g', V schneiden. 

3) Ist die Involution auf P parabolisch und q = r das 
einzige Deckeiement, so müssen die Polinvolntionen von K 
und K' auf P (nach Kap. IV, § 2, Folgerung 4 zu Lehrsa,tz 3, 
Seite 81) hyperbohsch sein, und q ist ein Deckpunkt beider. 
Daher igt ßg = Q Tangente von K und ^' in g, beide Kegel- 
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schnitte siud daher reell und berühren einander iu q. Das 
einzige beiden gemeinschaftliche Poldreieck besteht ans j), dem 
doppelt gezählten Punkte g = >■ und aus der Geraden P und 
der doppelt gezählten Q. 

i) Die Polare P von p geht durch p, beide Kegelschnitte 
berühren daher P in ^ und müssen mithin reell sein; das 
beiden Kegelschnitten gemeinschaftliche Poldreieck besteht 
aus dem dieifach ge/dhlten Punkte p lesp dei dreifach ^e 
zahlten Geiaden P ^\ii werden spitei beben, dass sich K 
und K Yn p oseuhren 

Aus dem Vorstehenden folgt I'i emet dei bndm Kegel 
schmttf K, K mi(U}mti} f so ist das h&den Kcgehdimtten con 
jugvte Foldietecl '^fctt, tteU, und 9Lmfi chti Fclifn wid loii 
emandet iirschieden 



§ 3. Die ateinor'sehe Verwandtschaft. 
Es seien zwei Polarsysteme K und K' gegeben, die nicht 
in doppelter Berührung stehen, dem Punkte a möge für K 
die Polare A, für K' die Polare A' entsprechen. Der Schnitt- 
punkt a 'on 4 und 4' werde lern Punkte a zugewiesen. 
D e Pea el ng wel \ d 1 d se / we sun,, zw lien den 
t kten le Ebene 1 e ^e teilt vrl hestSi e he Ver- 
iia it cf ft D esell t vol tor seh lenn 1 eze cl net man 
ra t 6 so f 11t 1er P nkt h uf tt da d e Pola n von a 
n Bezug a f .ff' unJ Ä d ch « ^ehen ß a s nd onju^, rte 
Pol n b den Pola sy temeu I fc ^ e n Hauptpunkt P die 
hm z geh nd Ha ^t^er le de n § ** a fgest Uten (ol- 
1 n a on o w d dem P nl te j n 1 r St ne c! n '\ er- 
wan Ifcschaft jeder tunlrt \. von P entsp e 1 eu Dassel! e findet 
f r de P nkte q r statt % i heissen Ka ^tj. Ite ier 
bt e s } J va Us Taft 

S e s nd d e e nz ^en Aus al mej unkte leuen n 1 1 e 1er 
e n e nz ge P nkt entsj cht 'Wu de n ml 1 e aem I u kte 
X ler Punl t j nd t) entp eche so mü ste j, 1) 1 e Polare 
vo r iu. K nlJT ^en 

Lehistitz 1 De» 1 Ite ( aden ( e ta^ Imi 

7« Ste e sie Je Jtsduft le P It s A el- 
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Schnittes S, der durch die Pole g imd y' von G in Bemg auf 
K und K' geht, tmd dwch die einander homologen Biisehel 
(ff) A iff'), der in % 2 hetrackteten CoUineation, ergeugi wird. 

Denn durctläuft « die Gerade G, so drehen sicli Ä und 
Ä' um g resp. g' und beschreiben homologe Strahl eBbüsehel 
der CoUineation des § 2, ihr Schnittpunkt a durchläuft also 
S?. Geht G durch p, so entspricht ihr nur mehr eine Gerade G' 
durch ^, indem die Büschel (g) und (g') perspektiriseh werden. 

Das Yon a beschriebene gerade Gebilde auf G ist pro- 
jektivisch jedem der Polarenbüsehel {g) und (g'), und diese sind 
projektivisch dem krummen Gebilde, welches a auf S be- 
schreibt, also wiriJ der Büschel jp(ö!) 7\ Pio)> ^^^^ ^ S^^^ durch 
j). Da nun den Punkten des Strahles pa die Punkte des 
Strahles ^a in der Steiner'schen Verwandtschaft entsprechen, 
und diese involutorisch ist, so ergibt sich der 

Lehrsatz 2. Frojicirt man die eincmder entsprechenden 
Fimhte a, a der Steine/ sehen Verwandtschüft am einem Haitpt- 
punläe derselben, so erhält man eine SkähleninvoluUon. 

Ist das Poldreieck pqr reell und seine Ecken p, q, r 
von einander verschieden, so werden in den Ecken Strahlen- 
involutionen auftreten, deren Paare entsprechende Punkte der 
Steiner'schen Verwandtschaft tragen. In jeder Involution sind 
die zwei Seiten des Hauptdreieckes ein Paar. 




F mo^en nun die Involutionen m ) und q elliptisch f 
'scm dimi wird dem Punkte a lei mi Winl eliauine rpq 
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Die Steinev'sohe Verwandtschaft. 



ausserhalb des Dreieckes liegt, notwendig ein Punkt a ent- 
Epreehen, der innerhalb des Dreieckes gelegen ist, denn ra 
und ra müssen durch die Strahlen rc[ und rp getrennt werden, 
ebenso qa und qa durch qp und qr. Da nun a und a in 
demselben Winkelraume rpq liegen, so werden pa und pa 
von pr und pq nicht getrennt, daher ist die Involution in p 



I, Sind die Involutionen in p und q hyperbolisch, so mögen 

sich ihre Deckstrahlen in a, i, c, d schneiden, so dass 




pac,phd die Deckstrahlen in j? und qad,qbc die Deck- 
strahlen in q sind. Der Punkt a fällt dann offenbar mit 
seinem entsprechenden a zusammen, also ist ra ein Deck- 
strahl der Involution in r, diese ist mithin auch hyperbolisch, 
und ihre zwei Deckstrahlen müssen die vier Punkte «,&, c, rf 
enthalten. Diese bilden ein Viereck, dessen Diagonaldreieck 
pqr ist. Daher der 

Lehrsatz 3. Ist das Eauptdreiedc pqr reeU, so ist 
stets eine von den drei m p, q, r auftretenden Invohdionen hy- 
perbolisch. Sind mei derselbejt hyperbolisch, so ist es mich 
die dritte. Ist eine elUptischf so ist es noch eine, die dritte ist 



Zusatz. Sind ^, ^^ die Deckstrahlen der Involution 
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{^ I , SO Laben K, K' auf z/ und ^j dieselben Polinvolutioncn 
[ ^ ] resp, { ^1 } . 

Fallen von den Ecken des Hauptdreieckes zwei oder alle 
drei in einen Punkt, so tritt nichtsdestoweniger in diesem 
eine Strableuinvolution auf, welche die entsprechendem Punkte 
der Steiner' sehen Verwandtscbaft projicirt. Es möge bemerkt 
werden, daes die Strahleninvolutionen nicht parabolisch sein 
können. 

Lelirgatz 4. Ist pqr mi Tripel conjugirter Pole mies 
Folarsystems K, mit reellem oder imaginärem Kegelschnitte, und 
sind aa, hi, cc, . .. cotyuffvrte Fole desselben, derart, dass die 
S^Mfn pa pa, pb p}), pcpc, . . . m (p) eine Strdhlcninvo- 
lution [p] bilden, in welcher auch pq pr als Paar auftritt, 
so werdm aa, bb, cc, . . . auch aus q mid r dmch je eine In- 
volution {q} und [r] projicirt, in weldier die beiden Dreiecks- 
seiten ein Paar }>üäen. Die Pttnkte p,q,r sind HauptpunJde 
einer Steiner'schen Yerwanätschaß, deren entsprechende Punkte 
aa, bh, cc, . . . sind. 

Denn sei A die Polare von a för K, und Ä' irgend eine 
andere durch a gehende Gerade, so ist ein Polarsyatem K' 
bestimmt, für das pqr ein Poldreieck und a, A' Po! und 
Polare sind (Kapitel IV, § 4, 3, Seite 92). Die Kegels chuitte 
K, K' bestimmen nun eine Steiner'sche Verwandtschaft, für 
die pqr Hauptdreieck und a, a ein Paar entsprechender 
Punkte sind. Der Steiner'schen Verwandtschaft gehört also in 
p die Involution [p] zu, raithin sind auch &l),cC,.. ent- 
sprechende Punkte, da sie auf Strahlenpaaren von [p] liegen 
und für K conjugirte Pole sind. 

Zusiltz. Der Lehrsatz 4 bleibt richtig, wenn q und r 
coincidiren und lautet dann: Werden die Pwnkte aa, 6b, cc, , . ., 
die corigwgwt in Bemg auf K sind, aus einem Punkte q von K 
durch eine Strahle}tinvoluUon { q ] prcrjicirt, in der der Tangente 
Q von K die Gerade P sugehdrt wnd ist p der Pol von P, so 
werden aa, 66, cc. . . . awcÄ «ms p durch eine Strahlenimfolu- 
tion [p] projicirt, die Q su einem Deckstrahle hat. 

Lelirsatz 6. Die Steiner'sche Vencandtschaß ist bestimmt 
durch einen Kegelschnitt K vmd die Involution [p] in p. 
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Zu jedem Punkte a kann der entsprechende a coaatmirt 
werden als Schnittpunkt der Polare A von « fUr K und des 
Strahles von [p] , welcher i>(i conjugirt ist. 



§ 4. Die Sehnittpunkte zweier Kegelsehnitte, 

Da ein Kegelschnitt durch irgend fünf seiner Punkte 
vollkommen bestimmt ist, so können zwei Kegelschnitte K 
und K', die in derselben Ebene liegen, höchstens vier Punkte 
gemeinschaftlich haben. Befinden sich K und K' in doppelter 
Berührung §2a), so sahen wir, dass die Anzahl gemein- 
schaftlicher Punkte thalsäehhch vier ist, indem jeder Be- 
rührung «punkt für zwei Schnittpunkte zählt. Diese Be- 
rührungspunkte können conjungirt imaginär, reell und ver- 
schieden oder zusammenfallend sein. Wir wollen diesen Fall 
für das Folgende ausschhessen und setzen daher voraus, K 
und K' stehen nicht m doppelter Beröhrung. Wir unter- 
scheiden die vier Fälle b) des § 2. 

1) Das beiden Kegelschnitten K, K' gemeinsame Pol- 
dreieck pqr ist reell und dieselben haben: 

ß) Einen Punkt a gemeinschaftlich, dann schneiden sie 
sich noch in drei weiteren reellen Punkten h, c, d. Denn die 
in p, q, r auftretenden Involutionen der Steiner'scben Ver- 
wandtschaft sind alle hyperbolisch, indem die Strahlen, welche 
«projiciren, Deckstrahlen derselben sind, pqr ist Diagonal- 
dreieck des Viereckes abcd. 

Umgekehrt, sehneiden sich zwei Kegelschuitte K und K' 
in vier reellen Punkten ö, l, c, d, so ist das Diagonaldreieck 
pqr des Viereckes aled beiden Kegelschnitten conjugirt (Kap. 

in., § 7). 

ß) Keinen reellen Punkt gememschaffclich, dann müssen 
die Involutionen der Steiner'sehen Verwandtschaft in zwei 
Ecken q, r elliptisch und in der dritten ß hyperbolisch sein. 
Sind ^, ^1 die Deckstrahlen der letzteren, so haben X und 
K' auf ^ sowie auf ^^ dieselben' Polinvolutionen und diese 
müssen elliptisch sein, denn ihre Deckpunkte gehören K und 
K' an. 

Umgekehrt, haben zwei Kegelschnitte dieselben elliptischen 
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Polmvolutioneii auf den Geraden z/ utid J, [solche Kegel- 
schnitte sind nach Kap. IV, § 1 stete möglich], so ist das beiden 
gemeinschaftliche Poldreieck reell. Denn ist p der Schnitt- 
punkt von ^ und z/^ und p der zu p auf z7, p, der zn p auf 
z/j eonjugirte Punkt, so treten auf pp, = P zwei Punkte 
q, r auf, aus denen siuh die Involutionen auf z/ uniä z/^ in 
einander projiciren und pq^r ist ein beiden Kegelschnitten 
conjugirtes Poldieieck i^Veigl dir Anmerkung Kap IV, § 3, 
Seite 84) 

Ist mithin dat> beiden Kpgelschmtfm geinemschafthche Fol- 
äreiech reell mid smne Ecken vojt einand^ verschteden, öo Mben 
beide Kegelschnitte entweder met reelle oder viti imagiiiaie FunMe 
gemeinschaftlidi. Die reellen Fmhte ''md alle to» ernand^ ver- 
schieden und die imagiimren bestehen aus 0wei Faar conjtingirten, 
liegen daher auf swei rellen Geraden. Die UmJcehr dieses Satzes 
ist auch richtig. 

2) Von dem beiden Kegelschnitten gemeinsamen Pol- 
dreiecke ist nur eine Ecke p und die gegenüberliegende Seite 
P reell. Wir haben in § 2 gezeigt, dass in diesem Falle K 
und IC die Gerade P in den reellen Punkten g, h resp, g', h' 
achneiden müssen, und dass g, h von g', h' getrennt werden. 
In Folge dessen liegen g' und h' in verschiedenen Theilen der 
Ebene, in welche diese durch K zerlegt wird (Kap. III, § 7, 
Folgerung 4 zu Lehrsatz 2, Seite 64). Denkt man sich daher 
einen Punkt auf K', von g' ausgehend, diesen beschreiben, 
so muss er nach h' gelangen, und da K' eine geschlossene 
Linie ist, von da wieder nach g', ohne den Sinn der Be- 
wegung zu ändern. Daher muss der Punkt zweimal die Kegel- 
schnittslinie Ä" überschreiten, oder K und K' haben wenigstens 
zwei reelle Schnittpunkte. Ist a einer derselben, so ist pa^^ /i 
ein Deekstrahl der in p auftretenden Involution [p\ der 
Steiner'schen Verwandtschaft, mithin existirt noch ein zweiter 
Deckstrahl z^j. Die PolJnvoIution auf ^ und z/j von K ist 
dieselbe, wie die von K'. Die auf J ist hyperbolisch, da a 
ein Deckpunkt ist, mithin existirt noch ein Deckpunkt 6 und 
dieser ist ein Punkt von K und K'. Die Involution auf ^^ 
ist elliptisch, denn wäre sie hyperbolisch, so würde der Fall 
1) ß) vorhanden sein, also könnte das Poldreieck nicht ima- 
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ginär sein. Die Punkte a, h auf ^ werden durch p und den 
Schnittpunkt p von ^ mit P harmonisch getrennt. 

Umgekehrt, haben zwei Kegelschoitte K und K' zwei 
reelle Punkte a, h und zwei eonjungirt imaginäre gemein- 
achaftlich [solche Kegelschnitte können gezeichnet werden 
Kap. IV, § 1, Aufgabe 3, Seite 70], so ist das Poldreieek, wel- 
ches beiden gemeinschaftlich angehört, imaginär. Es ist der 
Schnittpunkt p von ah •= -d mit der Geraden id^, welche die 
eonjungirt imaginären Punkte trägt, Pol für beide Kegel- 
schnitte der Geraden P, welche die Punkte p und p^ von /l 
resp. z^i enthält, die p in den Polinvolutionen {^], (^i) 
entsprechen. Daher muss p ausserhalb K und K' liegen, 
denn z/j schneidet beide in imaginären Punkten, mithin sehnei- 
den K und K' die Gerade P in reellen Punkten ^, Ä resp. 
g', h'. Die Punkte g, h und g', h' müssen einander trennen, 
denn sonst existirte ein Punktepaar q, r, welches sowol g, k 
als g', h' harmonisch trennt, also wäre pqr ein beiden 
Kegelschnitten K, K' gemeinschaftliches Poldreieck und diese 
hätten ausaer a, i noch zwei reelle Schnittpunkte, waa un- 
möglich ist, da sie auf z/^ dieselbe Polinvolution besitzen. 
(Vergl. Aufgabe 3, Kap. IV, § 1, Seite 70,} 

Ist also von dem gemeinscliaftlicTien Foldreieeke heider Kegel- 
sehniUe nur eine Ecke p und die gegenüherliegende Seite reell, 
so schneiden sich die Kegelschnitte in swei reellen, von einander 
vcrschiedettm mid moei congungi/rt imagmm-en FuMm. 

3) Fallen g und r auf P in den Punkt q zusammen, so 
dass das gemeinschaftliche Poldreieck beider Kegelschnitte 
ans p und dem doppelt gezählten Punkte q resp. aus P und 
der doppelt gezählten Geraden pq = Q besteht, so haben wir 
schon gesehen, dass die Kegelschnitte einander in q berühren 
und Q ihre gemeinschaftliche Tangente ist. Daher ist die 
Involution der Steinor'schen Verwandtschaft in p hyperbolisch, 
indem Q ein Deekstrahl ist, dieselbe besitzt daher noch einen 
Deckstrahl z/. Auf z/ haben K und K' dieselbe Polinvolu- 
tion; diese ist hyperbolisch oder elliptisch, je nachdem die 
Involution der Steiner'schen Verwandtschaft in g hyperbolisch 
oder elliptisch ist. Die KegelscliniUe haben also noch ^wci 
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reeÜe von einander verschiedene, oder sivd conjungirt imaginäre 
Funhte gemeinschaftlich. 

Umgekehrt, berühren einander zwei Kegelschnitte K und 
JC in dem Punkte q und ist Q ihre gemeinaehaftliche Tan- 
gente, so wird jeder Geraden G durch q ein Pol g für K 
und g' für K' auf Q entsprechen. Beachreibt G den Strablen- 
bflschel (g), so durchlaufen g,g' zwei pro jekti vis che Punkt- 
reihen, die in q, dem Pol von Q für K und K', einen Deck- 
punkt besitzen, also noch eineu zweiten ß besitzen müssen. 
Gehört nun zu diesem die Polare T für K und K', und ist 
P von Q verschieden, so sind die Polinvolutionen von K und 
K' auf P hyperbolisch und $ ist ein Deckpunkt beider, daher 
ist die ihnen adjungirte Involution parabolisch (Kap. IV, § 2, 
Folgerung 4 zu Lehrsatz 3), also besteht das beiden Kegel- 
schnitten gleichzeit^ eoujugirte Foldreieck aus p und dem 
doppelt gezählten Punkte q. 

Der Berührungspunkt g zählt für zwei Schnittpunkte 
von K und K', die zwei anderen können reell und verschie- 
den oder conjungirt imaginär sein. 

4) Geht P durch p, so berühren einander K und K' in 
p, und P ist ein Deckstrahl der in p auftretenden Involntion 
der Steiner'schen Verwandtschaft. Daher existirt noch ein 
zweiter Deckstrahl z/. Auf diesem haben K und K' die näm- 
liche Pol Involution. Diese ist hyperbolisch und p ist ein Deek- 
punkt derselben. 

Also existirt noch ein solcher a, der von p verschieden 
ist, da die Kegelschnitte ^ nicht berühren können. Dieser 
Punkt a ist der einzige noch vorhandene Schnittpunkt beider 
Kegelschnitte. Denn würde noch ein Punkt h vorhanden sein, 
so wäre pJ) ein dritter Deckstrahl der Involution in p. lu 
a können sich aber Xund K' nicht berühren, weil sie dann 
in doppelter Berührung wären. Da nun K' bei a aus dem 
einem Gebiete der Ebene, in welches sie durch K zerlegt 
wird, in das andere übertritt, so muss dasselbe bei p ge- 
schehen d. h. K und K' können einander in p nicht blas be- 
rühren, sondern es tritt noch jeder Kegelschnitt aus dem einen 
Gebiete der Ebene in das andere über, in welche jeder 
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rleiselben ilie Ebenp zt.ilegt die Kegelschnitte osmlirm einan- 
dei in p oilei hiben daselbst ätet Schnittpunkte gemein- 
'ichafthch 

Es fjl^t aas -i), diss wenn emandei die Kegelschnitte 
K und Ä m ß oacnhren und P ihre gemeinschaftliche Tan- 
gente i&tj d*inn die piojekti vi sehen Punktreihen g, g' auf P, 
welche von den Polen der Stiahlen 't lon (p) für Ä" und £^' 
beschiieben weiden, zwti Detkpmikte besitzen, die beide in 
p fallen, und dias dihei dis beiden Kegelschnitten gemoin- 
suhaftliche Poldieieck aus dem einzigen Punkte p und der 
G-eiaden P besteht 

Anmerkung. Aue dem Vorangehenden ist ersichtlich, 
dass sobald einer der Kegelschnitte imaginär ist, nur der 
Fall 1) ß) vorliegen kann. 

§ 5. Die gemeinschaftlichen Tangenten sweier 
Kegelselinitte. 

Durch Polarisirung unter Zugrundelegung eines beliebigen 
Polarsystems K erhalten wir aus den Sätzen des § 4 folgende 
Sätze über die gemeinschaftlichen Tangenten zweier Kegel- 
schnitte. 

Ilaben die Polarsysteme eine doppelte Berührung, ao 
stehen ihre Polarfiguren ebenfalls in doppelter Berührung. 
Findet dieses nicht statt, so unterscheiden wir wieder die 
vier Fälle b) des § 2: 

1) Das beiden Kegelschnitten K, K' gemeinsame Pol- 
dreieek pq^r ist reell, und dieselben haben: 

k') Eine Tangente 9t gemeinschaftlich, so haben sie noch 
drei weitere reelle Tangenten S, ß, S> gemeinschaftlich und 
dieselben bilden ein Yierseit, dessen Diagonaldreiseit das 
Dreieck pqr ist. Umgekehrt, haben zwei Kegelschnitte vier 
reelle Tangenten Sl, 58, fö, %) gemeinschaftlich, so ist das 
Diagonaldreiseit des Vierseites 9(S®3) beiden gleichzeitig 
eoDJugirt. 

(5') Keine reelle Tangente gemeinschaftlich, dann müssen 
auf einer Seite P des Poldreieckea zwei Punkte d, S^ vor- 
handen sein, in denen K und K' dieselben Polareninvolutionen 
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haben. Umgekehrt, haben K und K' in S uud dy dieselbe 
elliptische Polareninvolntion, so ist das beiden gemeinschaft- 
liche Poldreieek reoU. 

2) Von dem Poldreieck beider Kegelschnitte ist nur p 
und P reell, dann haben K und K' zwei reelle von eiuander 
verachiedene und zwei coujungirt imaginäre Tangenten gemein- 
schaftlich. Umgekehrt, haben Ä"uud K' zwei reelle und zwei 
conjungirt imaginäre Tangenten gemeinschaftlich, so ist vom 
gemeinschaftlichen Poldreieck nur eine Ecke p und eine Seite 
P reell. 

3) Fallen zwei Ecken q = r xa den Punkt q zasammen, 
so berühren einander K und K' in q und haben noch zwei 
reelle oder conjungirt imaginäre Tangenten gemeinschaftlich. 

4) Besteht das beiden Kegelschnitten geraeinsame Pol- 
dreieck aus dem einzigen Punkte p und der Geraden P, so 
osculiren einander K und K' in f und haben noch eine reelle 
Tangente gemeinschaftlich. 

g, 6. Die gegenseitige Lage zweier Kegels elinitte. 

Fassen wir die Resultate der letzten zwei Paragraphen zu- 
sammen, so ergeben sich folgende mögliche Lagen zweier Kegel- 
schnitte gegen einander, wenn wir beide reell voraussetzen: 

ff) Die Kegelschnitte K und K' stehen in doppelter Be- 
rührung und die Berührungspunkte sind: 

1) reell und getrennt auf G, dann berühren beide Kegel- 
schnitte die Geraden cg, ch und zwar können die Kegel- 
schnitte 

a) beide in demselben Winkelraume verlaufen, also der 
eine den anderen einschliessen, oder 

ß) einer in einem, der andere im Nebenwinkel räume 
verlaufen, also jeder ganz aufaerhalb des anderen liegen; 

2) conjungirt imaginär, dann mufs einer der Kegelschnitte 
ganz innerhalb des anderen verlaufen. Es seien a, a' und 
6, &' zwei Paare conjugirter Pole auf C, welche £ und IC 
gemeinschaftlich sind. Projicirt man nun die Ebene beider 
Kegelschnitte auf eine andere © so, dass C die unendlich 
ferne Gerade von ® wird und die Projektion von cff zu ca 
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aenkreclit wird, ebenso die Projektion von cb senkrecht zu 
c6'*), so ist die Projektion von K und K' je ein Kreis K 
und ^', weiche die Projektion c' von c zum gemeinsamen 
Mittelpunkt haben. Ea iafc umgekehrt klar, dass zwei con- 
centrische Kreise in doppelter Berührung stehen, da sie auf 
der unendlich fernen Geraden ihrer Ebene dieselbe Polinvo- 
lution besitzen, deren Pol in Bezug auf beide Kreise der ge- 
meinschaftliche Mittelpunkt ist. (Kap. IV, § 1, Anmerkung auf 
Seite 72.) 

3) Die Berührungspunkte auf G fallen zusammen in c, 
in welchem sich beide Kegelschnitte dann in vier aiif ein- 
anderfolgenden Punkten schneiden und C zur gemeinacbaft- 
iichen Tangente haben. Wird eine CentralcoUineation be- 
stimmt durch c als Centrum und C als Äxe und wird einem 
Punkte a von K ein Punkt a' von K' zugewiesen, so ist K' 
die Collinearfigur von K. 

h) Die Kegelschnitte K und K' stehen nicht in doppelter 
Berührung. Dann unterscheiden wir die vier Fälle bezuglich 
des ihnen gemeinsamen Poldreieckes: 

1) Das Poldreieek p qr iai reell, die Kegelschnitte haben: 

o) Vier reelle Schnittpunkte a, h, c, d und vier reelle 
Tangenten ST, S, E, ®. Das Diagonaldreieck des Viereckes 
ah c d ist identisch mit dem Diagonal drei seit des Vierseites 
2( 39 S ® und zwar ist dasselbe das gemeinschaftliche Pol- 
dreieck pqr. Der eine Kegelschnitt verläuft zum Theil ausser- 
halb, zum Theil innerhalb des anderen. Beide Kegelschnitte 
schliesseu dieselbe Ecke des gemeinsamen Poldreieckes ein, 

b) Vier imaginäre Schnittpunkte auf ^, A^ und vier 
reelle Tangenten. Dann liegt jeder Kegelschnitt ganz ausser- 
halb des anderen. Denn da sie imaginäre Schnittpunkte 
haben, so muas entweder der eine X' ganz innerhalb des 
anderen ff" verlaufen, oder es liegt jeder ganz ausserhalb des 
anderen. Würde aber IT ganz innerhalb "K verlaufen, so 

*) Lagt mun durch C eine Ebene IS' nnd construirt in dieser 
über a . a' und i , b' als Durchmeaaer zwei Kreise, die aieli in o 
schneiden mügün, bo wird Jß aus o auf eine ku ©' parallele Ehene S 
in der verlangten Art projioirt. 
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würden seine Tangenten alle K in zwei rellen getrennten 
Punkten schneiden und keine derselben könnte dalioc aucH 
Tangente Ton K sein. Eine Ecke des gemeinsamen Pol- 
dreieckes liegt ausserhalb beider Kegelschnitte, von den beiden 
anderen liegt je eine innerhalb eines der Kegelschnitte. 

Umgekehrt, liegt jeder Kegelschnitt ganz ausserhalb des 
anderen, ao haben sie vier imaginäre Schnittpunkte und vier 
reelle Tangenten. Denn die Gerade P schneidet dann K und 
K' entweder in reellen oder in imaginären Pmikten. Ist ein 
Paar imaginär, so sind die Punkte q, r, welche gleichzeitig 
für K und K' conjugirte Pole sind, reell. Sind aber die 
Schnittpunkte ffh, ff' h' von K und K' mit P reell, so müssen 
g, h und (/', h' einander au sachli essen, da es K und K' thun, 
also sind q, r, welche g, h und g', h' gleichzeitig harmonisch 
trennen, wieder reell, mithin ist das Poldreieck reell und die 
Kegelschnitte haben vier imaginäre Schnittpunkte und vier 
reelle Tangenten gemeinschaftlich. 

c) Vier imaginäre Schnittpunkte auf z/, ^^ und vier 
imaginäre Tangenten in 8, S^. Dann liegt der eine z.B. IC 
ganz innerhalb des anderen, wie aus &) folgt. Eine Ecke des 
gemeinsamen Poldreieckes liegt innerhalb beider Kegelschnitte. 

Umgekehrt, liegt K' ganz innerhalb K, so haben beide 
Kegelschnitte vier imaginäre Schnittpunkte und vier imagi- 
näre Tangenten. 

b) Vier reelle Schnittpunkte a, h, c, d und vier imaginäre 
Tangenten in S und S^^. Jeder Kegelschnitt verlauft zum 
Theil innerhalb, zum Theil ausserhalb des anderen. Eine 
Ecke des gemeinsamen Poldreieckes liegt ausserhalb beider 
Kegelschnitte, die beiden anderen je eine innerhalb eines der- 
selben. Die Polarfigur zweier derartig liegender Kegelschnitte 
ist der Fall 6) und umgekehrt gibt der Fall 6} durch Polari- 
sirung unter zu Grundelegung einer beliebigen Basis K diesen 
Fall t). Da nun der Mittelpunkt der Basis nie innerhalb 
beider Kegelschnitte liegen kann, wenn diese die Lage des 
Falles i) haben, so muss im Falle b) notwendig eiuer der 
Kegelschnitte eine Hyperbel sein. (Anmerkung auf Seite 100.) 

2) Vom Poldreiecke ist nur reell die Ecke ^ und die 
gegenüberliegende Seite P. Beide Kegelschnitte haben zwei 
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reelle Schnittpunkte a, b auf z/ und zwei conjungirt imagi- 
näre auf z/j, sowie zwei reelle TangeEten St, ® in d und 
zwei conjungirt imaginäre in d^ gemeinschaftlich. 

3) Vom Poldreieeke fallen zwei Ecken q = r auf P in 
eine zusammen und zwei der Seiten Q ^ B durch p com- 
cidiren. Die Kegelschnitte haben in g = r zwei zusammeu- 
fallende Schnittpunkte und ia Q^ E zwei coYacidirende Tan- 
geuten gemeinschaftlich, überdiess können sie noch haben: 

a) zwei reelle Schnittpunkte un"d zwei reelle Tangenten, 
Ij) zwei imaginäre Schnittpunkte und zwei reelle Tan- 
genten, 

c) zwei imaginäre Schnittpunkte und zwei imaginäre 
Tangenten, 

b) zwei reelle Schnittpunkte und zwei imaginäre Tan- 
genten. 

Diese vier Fälle correspondiren den vier Fällen unter 1) 
und es ist leicht die Lage der Kegelschnitte gegeneinanJer 
anzugeben nach dem dort Gesagten. 

4) Das Poldreieck besteht aus dem Punkte p und der 
Geraden P. Die Kegelschnitte osculireu einander in p und 
haben in P drei zusammenfallende Tangenten gemeinschaft- 
lich. Sie schneiden einander nur noch in einem Punkte a 
und haben nur noch eine Tangente 91 gemeinschaftlich. 

§ 7. Aufgaben betreffend zwei Kegelschnitte. 

Aufgalte 1. Zwei Kegelschnitte K, K' sind durch irgend 
welche BestimmungsstÜcko gegeben, man kennt das gemein- 
schaftliche Paar Pol und Polare p, P; es sind ihre Schnitt- 
punkte und ihre gemeinschaftlichen Tangenten zu construiren. 

Es seien a, b irgend zwei Punkte der Ebene Ä, A' und 
B, B' ihre Polaren für K resp. K', so ist der Schnittpunkt 
a, b von AA' resp. BB' zu a resp. & conjugirt für beide 
Kegelschnitte, also sind pa, po. und ph, p^ zwei Paare der 
Involution {p ] der Steiner'schen Verwandtschaft. Ihre Deck- 
strahlen z?, z/, tragen je zwei der Schnittpunkte von K und K', 
welche sich daher als Schnittpunkte von z/ und z/j mit K 
nach Aufgabe 1 des § 2, Kap. IV, Seite 76 bestimmen. 
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Wäre [p] elliptisch, so mues das K and K' conjugirte 
Dreieck j3 g »- reell eein, und eine der Involutionen [r] und 
(g) ist noch elliptisch, die dritte ist hyperbolisch. Die letztere 
ist leicht aus der Lage der Punkte aa^hh gegen pqr heraus- 
zufinden, q, r selbst ergeben sich als das gemeinschaftliche 
Paar der Involutionen, die K und IC auf P induciren. 

Um die gemeinschaftlichen Tangenten von Ä" und Ä' zu 
construiren, bestimme man zu den Geraden A, B die Pole 
a,a' und i, V für ^und K', dann ist aa' = % und &()'= S9 
die conjugirte Polare von Ä reap. B für beide Kegelschnitte. 
Die Schnittpunkte von A, % und B, S mit P bestimmen 
zwei Paare einer Involution {-Pj, deren Deckpunkte ö", d^ die- 
selbe Pol arenin volution für K und K' haben. Die Deck- 
strahlen dieser sind gemeinschaftliche Tangenten von ÄundX'. 
Ist (P| elliptisch, so ist das Poldreieek PQR reell und 
auf einer der Seiten B und Q ist die Involution noch ellip- 
tisch, auf der dritten hyperbolisch. Aus der Lage der Ge- 
raden A, §1, B, SS lässt sich die Seite leicht erkennen, auf 
der die Involution hyperbolisch ist. Q, li ergeben sich als 
das gemeinschaftliche Paar der Involution conjugirter Polaren, 
welche K und K' in p induciren. 

Die vorstehenden Construktionen lassen sieh alle mit 
Lineal und Zirkel durchführen. 

Aufgabe 2. Es sind zwei Kegelschnitte K, K' gegeben; 
man bestimme ihre Schnittpunkte. 

Nach dem Vorgange der §§ 2 und 1 bestimme man p 
und P, wodurch diese Aufgabe auf die vorhergehende zurück- 
geführt ist. 

Aufgalbo 3. Von zwei Kegelschnitten K, K' sind ge- 
geben zwei Schnittpunkte auf der Geraden ^; man suche die 
anderen zwei, und die gemeinschaftlichen Tangenten der 
Kegelschnitte. 

Ist p der Pol von ^ für K und p' der für K', so hat 
die Gerade pp' = P denselben Pol^ für ^und K', der auf ^ 
liegt und zu dem Schnittpunkte p^ von P mit ^ conjugirt 
ist in der Involution, die K oder K' auf ^ induciren. Sind 
a, a ein Paar conjugirter Pole für K und K', so ist die In- 
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volution {^1 bestimmt, indem A ein Deekstrahl ist, also J-^ 
von ^a, pa durch J harmoniecli getrennt wird, z/j ist also 
mit dem Idneal allein construirbiir. 

Die zwei Scknittpuntte auf z/j und die gc mein ach affc- 
lichen Tangenten bestimmen sich wie in der Aufgabe 1. 

Aufgal)e 4. Von zwei Kegelachnitten K, K' sind ge- 
geben zwei geraeinsebaftliche Tangenten durch die Involution 
j^j, man suche die zwei anderen gemeinschaftlichen Tan- 
genten und die vier Schnittpunkte. 

Diese Aufgabe ist die duale zu der dritten, ihre Lösung 
also durch diese gegeben. 

Aufgabe 5. Von zwei Kegelschnitten sind drei Schnitt- 
punkte gegeben; man suche den vierten Schnittpunkt und die 
gemeinschaftlichen Tangenten 

Liegen zwei der Schnittpunkte auf A (dieselben können 
auch conjuugirt imaginär sein) und ist a der dritte Punkt, 
so bestimme man wie in der Aufgabe 3 den Punkt f und 
die Gerade P, dann geht p a durch den letzten Schnittpunkt h, 
welcher p, P von a harmonisch trennt. Diese Construktion 
ist mit dem Lineal allein durchführbar. 

Die gemeinschaftlichen Tangenten ergeben sieh wie iu 
der Aufgabe 1. 

Aufgabe 6. Von zwei Kegelschnitten sind gegeben drei 
gemeinschaftliehe Tangenten; es ist die vierte gemeinschaft- 
liche Tangente zu construireii, und die vier Schnittpunkte der 
Kegelschnitte zu bestimmen. 

Die Aufgabe ist die duale zu der Aufgabe 6, also durch 
diese bereits gelöst, 

Zusatz. Ein Kegelschnitt K und ein mit ihm concen- 
trischer Kreis K haben ein gemeinschaftliches Poldreieck, 
dessen Seiten die unendlich ferne Gerade und die Axen 
des Kegelschnittes sind. Nach dem Vorstehenden lassen sieh 
demnach leicht die zwei Geraden -d, A^ finden, welche die 
gemeinschaftlichen Schnittpunkte tragen. Sind die Schnitt- 
punkte reell, so bilden sie die Ecken eines Itechteckes. 
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VI. Kapitel. 

Kegelselmittbüscliel. — Kcgülselmittscliaar. — 

Kegelsclinitte in doppelter Berülirung. — Ictriselie 

Uelationen. 

§ i. Der Kegelschnittbüsehel. 

Die Betrachtungen des vorigen Kapitels ergaben als wich- 
tigste Polgeruiig, dass in der Ebene zweier Kegelschnitte 
K, K' stets wenigstens ein bestimmtes Geradenpaar ^, d^^ 
exiatirt, auf dem K. und Ä"' dieselbe Involution conjugirter Pole 
{^j, {^i) induciren. Der Schnittpunkt jj von z/, A^ hat für 
beide Kegelschnitte dieselbe Polare P, welche A, ^j in p, p, 
schneidet, so dass ßp ein Paar von \A\ und ^ pi ein 
solches von { z/^ } sind. 

Dnrch jeden Punkt a der Ebene geht ein bestimmter 
Kegelschnitt K^, der \A\, {Ay^ eu Polinvolutionen besitzt 
{Kap. IV, § 1). Bie Gesammikeit dieser Kegelschnitte Jteissi 



Ist eine der Involntionen hyperbolisch, d, 8 ihre Deck- 
punkte, so gehen alle Kegelschnitte IQ durch d, S; diese 
heissen Basis- oder Grandpmüite des Büschels. Die elliptische 
Involution stellt ein Paar conjungirt imaginärer Basispunkte 
des Büschels dar. Ist eine der Involutionen [A] parabolisch, 
d ihr Deckpunkt, so berühren alle Kegelschnitte K die Ge- 
rade A in d. Dieser stellt zwei zusammengefallene Grund- 
punkte des Büschels dar. Den Fall, dass [A] und [A^] beide 
parabolisch sind, wollen wir später besonders betrachten, ihn 
also im Folgenden ausschliessen, 

Lehrsatz 1. Einem ielieiigen Fuiikie a ist ß,r alle Kegel- 
schnitte des BOschels ein bestimmter I^nht a conjiigirt, oder diie 



y Google 



130 VI. § 1. KegelsohnittbÜschel. 

Polaren A des Funhies a für die Kegdsclmitte c 
bilden einen StraMenbüschel (a). 

Denn die Steiner'sche Verwaijdtschaft, welche K, K' be- 
stimmen, hat p zum Hauptpunkt und ^, ^^ zu Deck strahl ün 
der Involution [p], dieselbe ist durch iT und z/, z/j bestimmt, 
(Kap. V, § 3, Lehrsatz 5) ändert sich alao nicht, wenn an 
Stelle von K' irgend ein Kegelschnitt K,j: des Büschels ge- 
setzt wird. 

Dem Punkte p gehört P als Polare für alle Kegelschnitte 
des Büschels zu. Sind { J j und | ^^ \ beide hyperbolisch 
oder elliptisch, so existiren auf P noch zwei Punkte q, r, die 
für alle Kegelschnitte des Büschels einander conjugirt sind. 
(Vgl. die Anmerkung auf Seite SO.) ;p qr ist ein Foldreiech, 
weldtes allen Kegelschnitten des Büschels angehört. Seine Seiten 
mögen mit P, Q, R bezeichnet sein. 

Berühren alle Kegelschnitte des Büschels in d die ^, 
80 sind q,rmd zusammengefallen, und wenn sich alle .Kegel- 
schnitte in p osculiren, so fallen in diesen auch q, r hinein. 

Ist eine der Involutionen { ^ | , { ^i | elliptisch, die andere 
hyperbolisch, so ist das allen Kegelschnitten des Büschels 
conjugirte Dreieck imaginär, nur p und P sind von demselben 
reell. Die beiden auf P liegenden conjungirt imaginären Ecken 
sind die Deckpunkte der Involution { Pj , welche zu irgend 
zweien der Polinvolutionen adjungirt ist, die zwei Kegelschnitte 
des Büschels auf P induciren (Kap. IV, § 2, Seite 80). 

Lehrsatz 2. Wi>-d dem Punkte a wgend eine durch a 
gehende Gerade Ä als Polare mtgetmesen, so ist der Kegelschnitt 
des Biisckels dadwch voilstimäig hesUmmt. 

Es möge ßß = i von A in «' geschnitten werden und 
p' sei der Schnittpunkt von L mit P. Die durch die Paare 
aa', pp' gegebene Involution [L] bestimmt nun mit {z/) 
und {^i] zusammen nach der Folgerung 1 zum Lehrsatze 1 
des § 4, Kap. IV das verlangte Polarsystera. Denn für dieses 
muss die Polare von a durch a und durch a geben, daher 
ist sie A. 

Wird a auf P angenommen, so muss Ä durch p gehen. 
Ist a' der Schnittpunkt von A mit P, so ist apa' ein Pol- 
dreieek des verlangten Polarsystems. Wird nun ^' so he- 
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stimmt, dass es J ¥on j> a und p a harmonisch trennt und i- 
die Involution { A | aus a oder a auf z/' in die Involution { z/' ) 
projicirt, so bestimmen |^|, 
j^j) und \^'\ wieder das 
Polar System. 

Speciell kann a als Pol 
von J gewählt werden. Man 
erhält in diesem Falle alle 
Kegelschnitte des Büschels, . 
wenn man a die Gerade P 
durchlaufen lässt, und jeden Kg. 02. 

nur einmal. 

Der Ordnungskegel schnitt des Polarsystems kann nur 
dann imaginär sein, wenn beide Involutionen {z/[, \^^\ 
elliptisch sind, also das Poldreieek reell ist. 

Folgerung 1. Werden einem Punkte a der Ebene der 
Reihe nach alle Strahlen A des Büschels (a) als Polaren 
zugewiesen, so erhält man alle Kegelschnitte des Büschels 
und jeden nur einmal. Die Mannigfaltigkeit der Kegelschnitte 
des Büschels ist mithin dieselbe, wie die der Strahlen emes 
Strahlenbüschels. 

2. Der Kegelschnitt des Büschels ist bestimmt, wenn 
ein Paar conjugirter Punkte a, a desselben gegeben sind. 
Denn aa' ist die Polare von a. 

3. Der Kegelschnitt Ka des Büschels, der durch a geht, 
berührt die Gerade aa. 

Lelirstitz 3. Der Ort der Pole ff, ff', g" . . . . einer festen 
Geraden Q der Ebene m JBemff auf die Kegelschnitte K, K', 
K" . . . des Büschels ist derjenige Kegelschnitt ^, wddier der 
Geraden G in der Steiner'schen Verwandtschaß entspricht. 

Denn S ist das Erzeugnis' der Polarenbüschei {g)7\ ig') 
der Punkte a von G für K und K'. Also liegen die Pole 
5, g' von G für K, K' auf §:. Da an Stelle von K' irgend 
ein Kegelschnitt K" des Büschels treten kann, ohne dass 
sich die Steiner'sche Verwandtschaft ändert, so liegt auch der 
Pol g" von & für K" auf Ä. p ist der Pol von G für 
den aus ^, J^ bestehenden Kegelschnitt des Büscheis, also 
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für alle Geraden der Kbene fest. Ebenso siud q, r die Pole 
für die in 3 und r sich sehneidenden Geradenpaare, welche 
die Grundpunkte des Büschels enthalten, für jede Gerade 
der Ebene. 

Folgerung 1. Sind a, i zwei Puükte der Ebene, Ä, B 
ihre Polaren für den Kegelschnits K des Büschels, so be- 
schreiben A, B zwei projektivische Sfcrahlenbüachel (a), (6), 
wenn K den Kegelsehnittbüschel durchläuft. Denn (a) A (t) 
erzeugen den Kegelschnitt S, welcher ah ■= Q entspricht. 

2. Die Mittelpunkte der Kegelschnitte eines Büschels 
liegen auf einem Kegelschnitte S«,, welcher (?„ entspricht. 

Lehrsatz 4. Die Kegelschnitte des Büschels schneiden eine 
Gerade G der Ebene in Punlitepaar&i einer Involution, welche 
Polinvolution von Ä ist. 
s. Es mögen m, n die Schnittpunkte irgend eines Kegel- 

schnittes K des Büschels mit G sein, 111, u die ihnen in der 




Steiaer'schen Verwandtschaft entsprechenden, dann sind mvx 
und «n Tangenten von Kia m und n und ihr Schnittpunkt g 
ist der Pol von G für K. Wird G von mn in c geschnitten 
und schneiden sich mxi und «m in C, so sind c, c conjugirte 
Pole für alle Kegelschnitte des Büschels, denn m, m und n, n 
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sioil solche (Kap. III, § 7, Lehrsatz 3). Die Punkte jn, n, 
(), c Hegen mithin auf ® und der Schnittpunkt y von g c mit 
mit ist der Pol von G für S, also sind m, n conjugirte Pole 
von % da sie die Projektionen von g aus m und n auf G siail 
(Kap. in, § 6, Folgerung 3 zu Lehrsatz 2, Seite 61). 

Die Schnittpunkte von ^ und ^^ mit G sind auch ein i'ig. s 
Paar der Involution. Denn achneidet G die z/ in 6 und ^^ 




in 6^, und sind 6, fij die ihnen conjugirten Punkte, so ist 
auch der Schnittpunkt e von 66i mit G conjugirt zum Schnitt- 
punkt e von &b, mit &jti für alle Kegelschnitte des Büschels, 
also liegen 6, 6j und e auf K, welcher auch durch p, den 
Schnittpunkt von ^, /J^, geht. Daher ist y auch der Schnitt- 
punkt von bii mit pz und mithin 6, ö^ ein Paar conjugirter 
Pole von t. 

Sind beide Involutionen { ^ j , { -^i } hyperbolisch, (^, iS 
und ä^, äi ihre Deckpunkte, so schneiden auch die Geraden 
dd^, dtf^ und äSi, d^d je ein Paar der Involution aus, die ^ 
auf G inducirt, diese ist mithin gleich durch drei ihrer Paare 
hostimmt (Deeargue' scher Satz Kap. I, § 3, Lehrsatz 3). 

Aber auch , wenn die Involutionen { ^ ) , | .^i ) nicht 
beide hyperholisch sind, tritt auf Q sogleich noch ein Paar 
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der Involution auf, welche die Kegelschnitte des Büschels 
auf derselbeu ausschneiden. Denn schneidet pe den St in §, 
i. so liegt der zu § conjugirte Punkt s notwendig im Schnitt- 
punkte von pe mit G, denn pe, pt sind ein Paar der Invo- 
lution {p j der Steiner'schen Verwandtschaft, und § liegt auf ®, 
sein entsprechender mithin auf Q. Da nun e, e und s, § 
conjugirte Pole sind für alle Kegelschnitte des Büschels, so 
sind auch der Schnittpunkt e^ von §e mit es und der Punkt j), 
Schnittpunkt von e§ mit es, conjugirt für alle Kegelschnitte 
des Büschels; also ist e^ der Schnittpunkt von P mit G, 
denn alle zu p conjugirten Punkte für alle Kegelschnitte des 
Büschels liegen auf P. Da pe durch y geht, so schneiden 
) und §e die G in den conjugirten Polen e, e, von SE. 




Durch die zwei Paare ^d, und cci ist also die Invo- 
lution auf G sofort bestimmt. 

Sind i, t die Deckpunkte der Involution auf G, also 
Punkte von S, m, n und m', n' die Schnittpunkte irgend 
zweier Kegelschnitte des Büschels, so trennen (, t sowol m, n 
als m', n' harmonisch, also sind t, t conjugirte Pole für K 
und K' oder für alle Kegelschnitte des Büschels, mithin sind 
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(, t einander entsprechende Punkte der Steiner' seil eii Ver- 
wandtschaft. 

Folgerung 1. Ist die Involution, welche die Kegel- 
schnitte des Büschels auf G Jinsechneiden elliptisch, so muss 
jeder Kegelschnitt K in zwei reellen Punkten schneiden. 
Denn würde irgend einer K^ die G in zwei conjangirt ima- 
ginären Punkten schneiden, so müsete das Paar t, t, welches 
für K:c und irgend einem zweiten K gleichzeitig conjugirt ist, 
reell sein, als gemeinschaftUches Paar zweier Involutionen, 
von denen eine elliptisch ist (Kap. IV, § 2, Folgerung 1 au 
Lehrsatz 3, Seite 80). 

Da die Schnittpunkte m, n und m', n' irgend zweier 
Kegelschnitte K, K' mit G einander trennen müssen, sobald 
die Involution auf f? elliptisch ist, so ist von den Involu- 
tionen { J ) und { ^1 } eine notwendig hyperbolisch. Denn 
m', n' liegt in verschiedenen Gebieten der Ebene, in welche 
diese durch K zerlegt wird, also müssen sich K und K' in 
zwei getrennten Punkten sehneiden. Es ist mithin eine der 
Involutionen j^j, [■^i] hyperbolisch oder öejcfe, 

3. Es gibt höchstens zwei Kegelschnitte des Büschels, 
welche eine Gerade G berühren. Ihre Berührungspunkte sind 
t, t und nur wenn diese reell sind, existiren die Kegelschnitte, 
welche G berühren. Es gibt dann auch stets Kegelschnitte 
des Büschels, welche G nicht reell schneiden. 

Sind t, t conjungirt imaginär, so eKiatirt kein Kegel- 
schnitt des Büschels mit reellem Polarsystem, der G be- 
rühren würde. 

Aus der Bemerkung in 1. folgt, dass wenn | J ] und | J^ ] 
elliptisch sind, jede Gerade der Ebene von zwei reellen Kegel- 
schnitten des Büschels berührt wird, indem dann t, t stets 
reell sein müssen. 

Zusatz 1, Ist der Mi ttelpunktske gel schnitt S^ des 
Büschels eine Ellipse, so enthält der Büschel nur Hyperbeln. 
Tritt im Büschel eine Ellipse auf, so ist Sa, eine Hyperbel; 
es treten dann unendlich viele Ellipsen und Hyperbeln auf 
und zwei Parabeln, welche die Asymptoten von U,„ zu Axen- 
richtungen haben. S^ kann nur eine Parabel sein, wenn ein 
ßasispunkt des Büschels im Unendlichen liegt. 
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Enthält der Büachel einen Kreis, so ist ^«, eine gleich 
seitige Hyperbel, denn ihre Asymp toten richtuii gen sind con- 
jugirte Pole für den Kreie. 

lat St^ selbst ein Kreis, so enthält der Büschel lauter 
gleichseitige Hyperbeln, indem die Schnittpunkte der Hyper- 
beln auf M^ conjugirte Pole für den Kreis sein müssen. 

Enthält der Büschel zwei Kreise, so ist er ein Kreis- 
büscbel, alle seine Kegelschnitte sind Kreise und ihre Mittel- 
punkte liegen auf einer Geraden, die senkrecht steht zu der 
Geraden ^, welche die im Endlichen liegenden reellen oder 
im^inären Basispunkte des Büschels trägt, ^ heiest Chor- 
d(de des Kreisbüschels. Die andern zwei Basispunkte sind 
die Deckpunkte der circularen Involution auf Cr« und heissen 
die imagimwm Kreispunkte der Ebene. Ein Kreiabüschel ist 
durch zwei seiner Basispunkte reell, oder conjungirt imaginär, 
bestimmt. 

3. Man kann häufig den Kroisbüschel zur Vervollstän- 
digung der Involution mit V ortheil benützen. Sind auf 
einer Geraden G zwei Punktepaare aa' und Ib' gegeben imd 
aollen beliebige Paare der durch sie bestimmten Involution 
\G\ construirt werden, so lege man durch a, a irgend 
einen Kreis K und durch i, h' einen Kreia K', der K in 
zwei Punkten g, ^ schneidet, dann schneidet jeder Kreis K" 
durch g, i) die Cr in einem Paare der Involution {G). Die 
Kreise, welche G berühren, bestimmen die Deckpunkte der 
Involution. Sie sind die Schnittpunkte des Kreises, dessen 
Mittelpunkt o, der Schnittpunkt der Chordale g 1) mit G, ist, 
und der K, also auch K', K" . . . orthogonal schneidet, o ist 
Mittelpunkt der Involution. 
65, Ist [G] elliptisch, so kann man K und K' Über a.a' 

resp. b ,i' als Durchmesser beschreiben, dann steht g^ = @ 
senkrecht zu G, und der KreisbÜachel hat seine Mittelpunkte 
auf G. Projieirt man aus einem beliebigen Punkte x von K 
die Punkte a, a' auf & nach a, a', so durchlaufen fl, a' auf 
@ eine Involution [®], während x den K beschreibt, deren 
Deckpunkte g, ^ sind (ICap. lil, § 6, Folgerung fi zu Lehr- 
satz 2). 

Dieselbe Involution {&] muss man erhalten, wenn an 
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Stelle von K irgend ein Kreis K' genommen wird, oder 
schneidet a& den IC in y, so geht yh' dnrch a'. 

Beschreibt man Über a . a' als Durchmesser den Kreis ^, 
so muas dieser sowol durch x als durch y gehen, wegen der 
rechten Winkel an diesen Punkten. Da für diesen Kreis Sf 
die Geraden ® und G conjugirte Polaren sind [der Pol von 
© liegt im Unendlichen senkrecht zu @], so geben die Pro- 
jektionen von X und y aus a, q' auf G je ein Paar con- 
jugirter Pole von S! auf G d. h. der Kreis ^ hat auf G die 




Polinvolution {G|. Daher bilden alle Kreise S einen Büschel, 
dessen Basispunkte die conjungirt imaginären Deckpunkte 
der elliptischen Innvolution [G] sind. 

Da g, § die Deckpunkte der Involution {©) sind, deren 
Mittelpunkt ist, so folgt 

d. h. der Kreis K^, welcher mit og beschrieben ist, schneidet 
Sf orthogonal in s und %. Ist in der Mittelpunkt von S', so 
wird daher auch 

m s =i m ö . m ^ 
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{]. h. der Kreis t selineidefc alle Kreise K, K\ K" . . ., die 
durch 9, ^ gehen, orthogonal. 

Mithin schneidet jeder Kreis Ä jeden Kreis K orthogoual. 
Solche zwei Kreisbiischel werden conjugirfe Kreiabüscbel ge- 
naEnt, Durch jeden Punkt der Ebene geht ein Kreis des 
einen Büschels und einer des zweiten Büschels, die einander 
orthogonal schneiden. 

Man sieht, wie man irgend einen Kreis K dazu verwenden 
■kann, die hyperbolische Involution auf @ zu vervollständigen. 

Aufgabe 1. Es sind vier Paukte gegeben, die paarweise 
conjungirt imaginär sein können; man construire die beiden 
Kegelschnitte, welche eine beliebige Gerade G berühren und 
durch die Punkte gehen. 

Speeiell; Man construire die beiden Parabeln, welche 
durch die vier Punkte gehen. 

Die Aufgabe hat nur dann eine Lösung, wenn die In- 
volution auf G, die der KegeJschnittbüsehel ausschneidet, 
hyperbolisch ist. 

Aufgal)e 3. Von einem Kegelschnitte sind gegeben vier 
Punkte, die auch paarweise conjungirt imaginär sein können, 
man construire den Kegelschnitt, für den die Punkte «, a 
eonjugirte Pole sind. Man kann die Aufgabe nach der 
Folgerung 2 zu Lehrsatz 2 lösen, aber auch so: 

Man bestimme in der Involution auf aa' = G, welche 
der Büschel daselbst aussehneidet, das Paar, welches a, a' 
harmonisch trennt Ist es reell, ao stellt es zwei Punkte des 
verlangten Kegelschnittes dar. Ist es imaginär, was nur ein- 
treten kann, wenn t, t reell sind, so stellen i, t und ö, a' zwei 
Paare conjugirter Pole des zu construir enden Kegelschnittes 
auf G dar, wodurch seine Polinvolutioo auf G bekannt, und 
dieser mithin construirbar ist. Er kann natürlich imaginär 
werden, sein Poiarsjstem ist aber reell und bestimmt. 

Lehrsatz 6. Die Kegelschnitte, welche Mrch drei FimJste 
a, b, c gehen und die Faare m, in; n, n, . . . einer Involution 
j G ] auf der Geraden G enthalten, bilden einen Büschel. 

Denn legt man K durch a, b, e, m, m, und K' durch 
a, b, c, n, n, so haben beide Kegelschnitte drei Schnittpunkte 
a, b, c, also noch einen d. Der Büschel durch a, b, c, d 
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schneidet G in der Involution |Gj. Von den dtei Punkten 
a, h, c können zwei auch conjungirt imaginär sein. 

Aufhalte 3. fis sind drei Punkte a, b, c gegeben; man 
bestimme den Kegelschnitt, der durch dieselben geht, und 
für den die weiter gegebenen zwei Punktepaare x, j und y, ^ 
conjugirte Pole sind. Liegen x, j und y, t) auf einer Ge- 
raden, so ist auf dieser die Polinvohition gegeben, also der 
Kegelschnitt nach Kap. IV, § 1, Aufgabe 3, Seite 70 bestimmt. 
Anderenfalls lege man durch a, b, c und irgend zwei Punkte- 
paare, welche x, g auf a^g^ö harmonisch trennen, zwei 
Kegelschnitte K und K', welche sich noch in dem Punkte d 
schneiden. Für den durch K, K' bestiramten Büschel sind 
dann «, % conjugirte Punkte, und der Kegelschnitt. /C ist 
bestimmt, für den y, ^ conjugirt sein sollen (Aufgabe 2). 

Ko ist stets reell, da ein Punkt von den gegebenen reell 

Anfgalte 4. Von einem Kegelschnitte sind gegeben zwei 
Punkte a, b und drei Paar conjugirter Pole x, J; y, ^i ^' äi 
der Kegelschnitt ist zu eonstruiren. 

Man nehme einen willkürlichen Punkt c der Ebene an 
und construire nach der Aufgabe 3 den Kegelschnitt 7C, der 
durch a, b, c geht und für den x, j; y, ^ conjugirte Pole 
sind. Dasselbe mache man für einen zweiten Punkt c, wo- 
durch man Kj erhält. Die Kegelschnitte Kt,, KJ bestimmen 
einen Büschel, zu dessen Basispunkten ß, b gehören, und für 
den X, J und tf, t) conjugirte Pole sind. Der Kegelschnitt K 
dieses Büschels, für den noch s, j conjugirt sind, ist nach 
der Aufgabe 2 zu eonstruiren. Dieser Kegelschnitt kann nur 
dann imaginär sein, wenn a, b conjungirt imaginär sind. 

Aufgabe 5. Von einem Kegelschnitte sind gegeben ein 
Punkt a und vier Paar conjugirter Pole x, j; y, \); s, j; t, i; 
derselbe ist zu eonstruiren. 

Man nehme einen willkürlichen Punlit b aoi und con- 
struire nach Aufgabe 4 den Kegelschnitt K, der x, J; y, l); 0, j 
zu conjugirten Polen hat, und für einen zweiten Punkt b' den 
Kegelschnitt K', der dieselben conjugirten Pole hat, K, K' 
bestimmen dann einen Büschel, in welchem der Kegelschnitt 
bestimmt ist, der (, t zu conjugirten Polen besitzt. 
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Amiicrkiiug. Ein Kegelechnittbüschol ist bestimmt, 
wenn vier Paar conjugirter Pole x, j; y, l); s, l\ t, t ge- 
geben ainJ. 

Aufgiilie 6. Von einem Kegelsebnitte sind gegeben fünf 
Paar conjugiiter Pole x, i; y, t); s, j; t, t; v, 0, derselbe ist 
zu construiren. Man construire die zwei Kegelschnitte K^ 
und Kl,, weiche durch a und & nach Aufgabe 5 gehen; iu 
dem durch sie bestimnaten Büschel ist dann der Kegelschnitt 
nach Aufgabe 2 bestimmt, für den v, conjugirte Pole sind. 

Die Aufgaben 3, 4, 5, 6 zeigen, dass durch die Angaben 
der Kegelschnitt vollständig bestimmt ist. Nur dürfen in 
den Aufgaben 4, 5, 6 nicht drei oder mehr der gegebenen 
Paare auf einer und derselben Geraden liegen. 

Zusatz. Die Kreise, welche durch einen Punkt g gehen 
und die Paare aa', hb', . . . einer Involution auf der Geraden G 
enthalten, bilden einen Büschel und gehen noch durch einen 
festen Punkt ^. Die Gerade g^ geht durch den Mittelpunkt 
der Involution, 

§ 2. Die Kegels chnittsehaaj^. 

Die Gesammtheit der Kegelschnitte, welche in zwei Punkten 
®,©^ dieselben Polareninvolutionen { 3) I, |®i| haben, heisst 
Kegelschnittsckaa/r. Sind die Involutionen { ® ) und { S), ] hyper- 
bolisch, so berühren alle Kegelschnitte der Schaar ihre Deck- 
strahlen. 

Nach Kapitel IV, § 1, Aufgabe 5, Seite 78 existirt stets 
ein bestimmter Kegelschnitt der Schaar, welcher eine beliebige 
Gerade A der Ebene berührt. 

Die Polarfiguren sämmtlicher Kegelschnitte der Schaar 
in Bezug auf einen festen Kegelschnitt K bilden einen Büschel 
und hiernach lassen sich die in § 1 bewiesenen Sätze mid 
coustruirten Aufgaben für die Schaar ohne Weiteres anwenden. 

Man erhält der Reihe nach: 

lelirsatz 1, Die Fole a einer Geraden A für alle Kegel- 
schnitte der Schaar liegen auf einer Geraden %. 

Lehrsatz 3. Wird der Geraden A ein auf St liegender 
FunM a als Pol mtgcwiesm, so ist der Kegelschnitt der Schaar 
vollständig hestimmt. 
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Lehrsatz 3. Die Folarmi G, G', G" eines festen Pimläes 
g der Ebmte in Besug auf alle Kegelschnitte der Schaar hüUen 
einen Kegelschnitt ein. 

Lehrsatz 4. Zieht mcm von einem Fmkte g die Tangentetir 
paare an die Kegelschnitte der Schaar, so hüden diese eine In- 
volution in g. Von dieser sind g'S) und g^t stets ein Paar. 

Folgerung 1. Sind die Involutionen (S)} und [35ij 
byperboliach, so schneiden aich ihre Deckstrahlen %, S8, %, SSj 
noch in weiteren vier Punkten u. z. SlSÖj in b und 2liS8 in f^, 
und SlSti in £ und 5t ®j in gj, und es sind gs und ge^, sowie 
gi und g^^ aach je ein Paar der obigen Involutionen oder: 

Frojiciri man die drei Faa/re Gegeneclcen eimes vollständigen 
Vie)-seits SC, S8 , ST, , S8, cms eimem Funkle g , so erhält man drei 
Faar Strahlen einer SkaMminvoluUon. (Dieser Satz ist der 
duale zum Satze von Desargues Kap. I, § 3.) 

2. Durch einen Punkt der Ebene gehen höchstens zwei 
Kegelschnitte der Sehaar. Sie berühren die Deckstrahlen der 
Involution in ^. Dieselben sind stets reell, sobald (S)) und 
{ ®i } beide elliptisch sind, wobei dann wenigstens einer der- 
selben eine Hyperbel sein muss (Kap. V., § Ib), Seite 125). 

§ 3. Kegels oknitte in doppelter Berührung. 

Sind von einem Kegelschnitte gegeben ein Paar Tan- 
genten und ihre Berfihrungsp unkte, so geht durch jeden Punkt 
der Ebene ein bestimmter Kegelschnitt und ebenso berührt 
jede Gerade der Ebene ein solcher. Die Kegelschnitte stellen 
sowol einen Kegelscbnittbüschel, als eine Kegelschnitts ehaai' 
dar. Die Grundpunkte des Büschels sind ebenso wie die 
Grundtangenten der Schaar paarweise zusammengefallen. 

Sei c der Pol der gemeinschaftlichen Berührungssehne C 
und [c] resp. [C] die allen Kegelschnitten gemeinschaft- 
lichen Polaren- resp. Polinvolutionen und K, K', K", ... die 
Kegelschnitte des Büschels. 

Lehrsatz 1. Die Pole g, g', g" . . . einer heliebigen Ge- 
raden G für alle Kegelschnitte dieses Büschels. K, K', K" . . . k 
liegen auf einer festen Gnaden A, die durch c geht imd in der 
Involution [c] der Geraden Ä' conjugirt ist, welche den Sehnitt- 
pnnJd a von G mit G enthält. 
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DoBn da A Polare des Putaktea a für alle Kegelschnitte 
ist, so muss der Pol jeder Geraden G durch a für irgend 
einen der Kegelschnitte auf Ä liegen. 




Im Schnittpunkte a von A mit G berührt ein Kegel- 
schnitt des Büschels die G. 

Geht G durch c, so hat dieselbe für alle Kegelschnitte 
denselben Pol g auf G und cg ist zu G coujugirt in (c). 

Lehrsatz 3. Die Polaren eines ieUebigen Punktes a in 
Pemg auf die Kegelschniüe dieses Büschels gehen durch einen 
festen Pinkt a von C. Die Strahlen ca^ A und ca = A' 
sinä conjugirt in | c } . 

Denn da fl Pol von A für alle Kegelschnitte des Büschels 
ist, so geht die Polare von a, eines Punlttes von A, für alle 
Kegelschnitte durch a. 

Der Kegelschnitt, welcher durch a geht, hat aa = G 
zur Tangente. 

Lehrsatz S. Die Kegelschnitte dieses Büschels schneidm eine 
beliebige Gerade G der Ebene m Puti^tepaaren eivm- InvoltiUon, 
deren ein Bedipunkt a, der Schnit^unkt von G mit 0, ist, der 
andere ist a, der Schnittpunkt von G mit dem Strahle A von 
[c] , welcher m ca='A' in [c] conjugirt ist. 

Denn da a, a für alle Kegelschnitte des Büschels con- 
jugirte Pole sind, so müssen die Schnittpunkte derselben mit 
G die Punkte a, a harmonisch trennen. 

Lehrsatz 4, Zirhf man von einem Pmtide n an alle 
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■■ Tamgmtmpam-e , so Mldeii diese eine Involu- 
tion, deren Declistrahlen ac vfnd aa sind. 

Denn da für jeden Kegelschnitt a Pol von ca = A ist, 
so sind ac und aa conjugirte Polaren für denselben und die 
Tangenten müssen diese Geraden harmonisch trennen, 

Äninerkimg. Concentrische Kreise bilden einen derartigen 
Bü8chel. 

Anfgiil)e 1. Von einem Kegelaehnitte K sind gegeben 
zwei Tangenten mit den Berührungspunkten und ein Paar 
conjugirter Punkte x, j; derselbe ist zu construiren. 

Es sei c der Schnittpunkt der Tangenten, |c| die durch i' 
sie bestimmte Involution conjugirter Polaren, C die Polare 
von c für K, und \G\ die Involution conjugirter Pole auf C, 
also der Schnitt von {c). Schneidet x-^^G die C in a, 
und ist A zu ca = ji' in \c\ conjngirt, so ist A Polare 



von a für 7f, schneidet daher (? in dem Punkte «, welcher 
conjugirter Pol zu fl ist. Durch ö, a und x, £ ist daher die 
Involution conjugirter Pole \Q\ auf (? bestimmt, mithin auch 
K, da von demselben {Gj, (C) und der Pol e von C ge- 
geben sind. (Lehrsatz 2 des § 1.) 

Äufgatoc S. Von einem Kegelschnitte K sind gegeben 
zwei Tangenten mit ihren Berührungspunkten und ein Paar 
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conjagirter Polaren X, X'; Jer&elbe ist zu LOiistiuiren. Die 
Aufgabe ist die duale zu 1 

Lehrsatz 5. Dte Kegelsehmtte, Kelche %n einem Punhte c 
eine hesUmmte Polarentnvolution [c] utid auf eatet Geraden B 
eine gegebene PoUnvolution {B\ haben, hiden ein System von 
Kegelsdinitien derart, dass die Pole h der Geraden B mm ge- 
rade Gebilde D, und D^ erfüllen, welchen der Punkt c ange- 
hört, od^ amh die Polaren von c heschreibea ewei Büschel (t^,) 
und (dl), deren Scheitel auf B liegen. Die Geraden Dj, TJg 
gehm durch d, und d^ und sind in [c] conjugirt, während 
d^, d^ in [B] einander eiitsprechm. Min Kegelschnitt des Sy- 
stems ist vollständig hesHmmt, sobald der Pol h von B auf D^ 
oder Da tdllMrlieh angenommen wird, oder dem PwnMe c ir- 
gend eine durch d^ oder d^ gehende Gerade als Polare zuge- 
wiesen wird. 
■». Sei (?j(^ das Punktepaar von [B] , welches aus c durch 

ein Paar Strahlen Z>, JD^ von [e] projicirt wird, so ist dieses 




nur dann imaginär, wenn sowol [c] als [0] hyperbolisch 
sind, und die Schnittpunkte der Decbstrahlen T, 8 von [c] 
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ZU cd m (c) conjugirt ist und B m dem Punkte d' schneidet, 
der öf in [B] entspricht, d, d' sind also die obigen 
Punkte djjd^. 

Wird nun 6 beliebig, etwa auf B^, als Pol von B angenom- 
men, und ist Ä eine beliebige durch c gehende Gerade, A' die 
conjugirte Polare zn A, so möge A die B in q schneiden und r 
sei der ihm conjugirte Punkt in [B] , dann ist &r^ QPo\a,Ye 
von q und schneidet daher A' in dem Pole a von A. d^a^ G 
iat mithin Polare von c, dti,bd^ = D^ Polare voni^ ist. Da nun 
auf C und B die Polin volutionen gegeben sind, und c der Pol 
von C iat, so ist K vollständig bestimmt. (§ 1, Lehrs. 2.) Ist 
{ c } hyperbolisch, so sind die Schnittpunkte von C mit S, T die 
Berflhrungsp unkte yoaK, und j1 oder A' schneidet ebenfalls in 
zwei reellen Punkten. Ist [c] elliptisch, so muas U, in zwei 
reellen Punkten sehneiden, wenn X reell sein soll. Diese be- 
stimmen sich als dasjenige Paar, welches &, B und gleich- 
zeitig c, C harmonisch trennt. 

Lehrsatz 2. Die reellen Kegelschnitte des Systems, welche 
ihre Pole b von B auf Z), haben, sind alle Collinearfigtiren eines, 
Kn, von ihnen für c als Collineatscentrum tmd B als GolUnea- 
tionsaxe. Basselbe gilt /mt die Kegelschnitte, die ihre Pole von 
B auf D^ liegen haben. 

Denn sei K^ einer dieser Kegelschnitte, ö^ sein Pol von 
B auf Dj gelegen und K ein anderer, dessen Pol b ebenfalls 
auf Dj; liegt. Bestimmt man nun eine centrale Oollineation, 
deren Centram c und Äxe B ist, und in der h^ und h ent- 

BOEBK, pi-oj. Goomeli-!'^. 10 
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sprechende Punkte sind, so wird dem Kegelschnitte K„ ein 
Kegelschnitt K' entsprechen, der in c die Involution conju- 
girter Polaren [c] und auf B die Polin volution [B] heaitzt 
und 6 zum Pol von B hat, also mit K identisch ist. 

Die imaginären Kegelschnitte sind ebenfalls Collinear- 
i unter einander. 




Aufgabe 1. Die Kegelschnitte des Systems sind zu con- 
struiren, welche durch einen Punkt x der Ebene gehen. 
I». Es sei einer der Kegelschnitte K^ des Systems construirt 

und ex schneide K^ in x' und x". Wird nun eine centrale 
Collineation bestimmt durch c und B als Centrum und Äxe, 
und wird x' dem Punkte x zugewiesen, so erhalt man einen 
Kegelschnitt Ky, welcher K^ entspricht und durch x geht, 
also einer der verlangten ist. Wird aber x" clem Punkte x 
zugewiesen, so entspricht in dieser neuen Collineation dem 
Kegelschnitte K^ ein zweiter K^, der durch x geht. Da 
analog sich zwei Kegelschnitte Ä,, K^ ergeben, die durch x 
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gehen, und deren Pole von B auf D^ liegen, so gibt es vier 
Kegelschnitte, welche der Aufgabe genügen. In der Figur 
wurde nur der Kegelschnitt ff^ eonstruirt, welcher der Gegen- 
linie JJ' der CoUineation zugehört. Die Construktion selbst 
ist aus der Figur ersichtlich. 

Aumerktin^. Wenn c x den 7C^ nicht schneidet, so exi- 
stiren die Eegelschnitte K^, K^ nicht. Dies kann nur ge- 
schehen, wenn {c\ hyperbolisch ist und ex nicht in dem 
Winkelraume von S, T liegt, in dem sich JT,, befindet. Dann 
exiatiren aber ff^, K^, wenn (B| elliptisch ist. Würde [B] 
auch hyperbolisch sein, so müssen tt, v in demselben Winkel- 
raume von S, 2" liegen, wie x, damit die Kegelschnitte möglich 
sind. In diesem Falle ist die Construktion der Kegelschnitte 
K^, K^, K^, K^ wesentlich einfacher. 

Man bestimme auf jeder Seite des Dreieckes xuv das 
Punktepaar, welches die Ecken und die Schnittpunkte von 
jS, T mit dieser Seite harmonisch trennt. Diese drei Punkte- 
paare Hegen noch auf vier Geraden, welche Berühr ungasehnen 
für 8, T sind, für die vier Kegelschnitte K^, K^, K^, K^. 

Aufgabe 2. Es sind die Kegelschnitte des Systems zu 
construiren, welche eine Gerade X der Ebene berühren. Die 
Aufgabe wird wie die Aufgabe 1 gelöst, nur wird X eine der 
Tangenten von Kf, zugeordnet, welche sieh mit X auf B 
schneidet. Speciell wenn jS, T, X alle reell sind, ebenso u 
und V, erhält man die Aufgabe: Die Kegelschnitte zu con- 
struiren, welche durch zwei Punkte gehen und drei Geratie 
berühren. 

Aufgabe 3. Die Kegelschnitte sind zu construiren, welche 
durch drei Punkte a, h, c gehen und einen Kegelschnitt K dop- 
pelt berühren. Man bestimme auf den Seiten des Dreieckes abc 
die zu K conjugirten Pole, welche die zwei Ecken harmonisch 
trennen. Diese drei Paar Punkte liegen noch auf vier Ge- 
raden, welche B er Ührungs sehnen von K und den zu con- 
struirenden Kegelschnitten sind. Es sind mithin vier Kegel- 
schnitte der verlangten Art möglich. 

Aufgabe 4. Die Kegelschnitte sind zu construiren, 
welche drei Geraden A, B, G und einen Kegelschnitt doppelt 
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berühren. Duale Aufgabe zu 3, daher ihre Lösung durch 
erstere gegeben. 

Der Beweis für die Richtigkeit der Lösung ist leicht zu 
erbringen. 

§ 4. Die Brennpunkte der Kegelschnitte. 
Hilfssatz. Ist ahc ein Foldreieek eines Kegelschnities K 
und schneiden die amjtigirten Folaren P, ^; Q, D; B, Jft; . . . 
eine Seite äesseihmi s. S. C=^ab in Pmilat^aaren einer Invo- 
hifion { C] , deren ein Paar a i ist, so sdmeideii sie auch die 
mvei andei-en Seiten A = bc und B = ae in Ptmktepaaren einer 
Involution { A ] resp. [B] , in welcher die zwei Brmchsecken 
je ein Paar bilden. Ist eine der Involutionen elliptisch, so ist 
es noch eine zweite, die dritte ist hyperbolisch. 

Zusatz, Schneiden die conjugirten Polaren P, ^ß; Q, D; 
Ü, 9t; , , . eine Tangente C des Kegelschnittes in Punktepaaren 
einer Involution, in weleher dem Berührungspunkte c der 
Punkt c entspricht, so schneiden sie auch die Polare Ä von c 
in Punktepaaren einer Involution, m welcher c ein Deck- 
punkt ist. 

Diese Sätze sind die dualen Sitze des Lehrsatzes 4 i]i 
§ 3, Kap. V, Seite 117 und seines Zusatzes. 
'0. Sei c der Mittelpunkt eines Kegelbchnittes K, der kein 

Kreis ist, Ä und B seien seine Axeu, und a^ der Pol von A, 
daher der unendlich ferne Punkt von B, ebenso h^ der un- 
endlich ferne Punkt von A Es ist dann c ß„ h^ ein Pol- 
dreieck von K, a^ h^ = 0^ ist die unendlich ferne Gerade der 
Ebene. 

Ist X ein beliebiger Punkt der Ebene, so existirt in seiner 
Involution conjugirter Polaren von X' ein Rechtwinkelpaar. 
Alle diese R.echtwinkelpaare conjugirter Polaren schneiden auf 
C^ die circniare Involution aus, in der a^b^ ein Paar ist, 
also schneiden sie auch auf A und B je eine Involution 
\A\ und \B\ aus, von denen eine {B\ elliptisch, die an- 
dere \A\ hyperbolisch ist, c ist der Mittelpunkt beider In- 
volutionen, da er zu a^ resp. Ö^ conjugirt ist. 

Es möge das Rechtwinkelpaar in x die Axe A schneiden 
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in a, a und die B in b, i. Besehreibt man dann über « , a als 
Durclimesser den Kreis ß, der auch durch x geht, so aind 
für diesen c und a^, sowie &, 6 conjugirte Pole (Kap. III, 
§ 6, Folgerung 3 zu Lehrsatz 2), also hat ® auf B die In- 
volution [B] zui' Involution conjugirter Pole. Da dieses füi 
alle ^ gilt, die ihren Mittelpunkt auf -1 haben und ein Paai 
der Involution [Ä] aussehneiden, so bilden alle ^ einen 
Kreisbüschel, dessen Basispunkte alle vier imaginär aind. 




Der Kreis K^ über & . 6 als Durchmesser beschrieben, hat 
ganz analog die Involution [A] zur Involution conjugirter 
Pole, geht mitbin durch die Deckpunkte f, f^ derselben. Die 
Kreise ^^ bilden den zu den Kreisen S conjngirten Büschel, 
je zwei Kreise beider Büschel schneiden einander rechtwinklig. 
(Zusatz 2 auf Seite 137.) 

Läast man den Punkt x den Kreis ffi durchlaufen, so 
schneiden ax und ax auf B die Involution [B] aus, und 
durchläuft x den Kreis Sl^, so treffen ix und Ba: die A in 
Punktepaaren der Involution {A\. Hiebei sind xh und x^ 
stets conjungirte Polaren für K. 

Die Involution {B] wird aus f und f^^ durch je eine 
cireulare Strahleninvolution projicirt, die die Involution con- 
jugirter Polaren dieser Punkte für K ist. Man nennt f und 
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/j Punkte, denen eine circidare Polareninvolution für K zuge- 
hört, Srenmpunkie des Kegelschnittes K. Da die Involutionen 
eonjugirter Polaren in f und f^ circiilar sind, so schneidet Ä 
den Kegelschnitt in zwei reellen Punkten s, Sj, welche Scheitel 
des Kegelschnittes heissen. (Folgerung 1, Seite 63.) 

Man nennt wol auch die conjugirt imaginären Deokpimkte 
der elliptischen Involutionen [B] und {C^ | imaginäre Brenn- 
punkte des Kegelschnittes. Die auf C^ liegenden sind die 
imaginären Kreispunkte der Ebene. 

Der Kegelschnitt, welcher einen im Endlichen liegenden 
Mittelpunkt hat, kann nur zwei reelle Brennpunkte haben. 
Denn wäre q? ein Punkt, dessen Involution eonjugirter Po- 
laren eircular ist, so müsste der Pol von etp auf G^ in der 
zu C(p senkrechten Richtung q>'^ liegen. Dann wären aber 
cq> und ctp'^ zwei zu einander senkrechte conjugirte Durch- 
messer, daher mösste die Involution der conjugirten Durch- 
messer eircular sein, da A, B ein zweites Eechtwinkelpaar 
ist, d. h. der Kegelschnitt müsste ein Kreis sein. Für diesen 
ist aber die Involution eonjugirter Polaren nur für den Mit- 
telpunkt c eircular, dieser ist der einzige Brennpunkt. 

Da fj^f von aa harmonisch getrennt werden und ax auf 
ax senkrecht steht, so halbirt xa und xa die Winkel zwi- 
8. sehen f^^x und fx. Ist x ein Punkt des Kegelschnittes K, 
so ist zu seiner Tangente T jede durch x gehende Gferade 
eoDJugirie Polare, also schneidet die Normale % auf A einen 
Punkt t aus, der zum Schnittpunkt t von T in der Involution 
[A] eonjugirt ist. 

Daher halbirt die Tangente T von K im Punkte x den 
Wmkel zwischen den Geraden fx und f^ x. 
i 1) Es schneide T die A in dem Punkte i ausserhalb c . f 

gelegen, so dass t innerhalb c . /'liegt. Da f, /J auch innerhalb 
K hegen, so liegt auch c innerhalb K, nachdem t ausserhalb 
K hegen muss Der Kegelschnitt ist mithin eine Ellipse. 
Fallt man von / und /'j auf T die Senkrechten fn und fm 
und macht ;* <j = ii .f und m . g^ ^ m . f^ , so geht /l x 
durch ff und / x durch ffi , und es ist /j -9 = f -ffi- Aus ähn- 
lichen Dreiecken folgt: 
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ff, 



f,r. + fx-^{At+ft)-A,j 



welches die Brennpunkts ei gen sehaft der Ellipse darstellt. 
Rückt X in den Scheite! s auf J., so wird 
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üonst. = /;s + A = Af + /-s + /^,Si = ssi, 
i fs = f[tj^ sein muss, wenn s^ der andere Scheitel ist. 
Daher gilt für die Punkte x der Ellipse; 
f,x + fx-ss,. 
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2. 2) Liegt der Punkt t innerhalb c .f, so mnss auch der 

Mittelpunkte ausserhalb des Kegelschnittes liegen, dieser ist 
also eine Hyperbel. Die Seheitel s, s^ liegen innerhalb /'./j 
in s und s^. Fällt man wieder von f und /j auf T die Senk- 
rechten /'w und fiin, welche fiXies-^. fx inj/ nnd^j schneiden, 
so ist X .g = X .f und x .g^ = x .f^, also ist /, . j/ = / . g^, 
und aus ähnhehen Dreiecken folgt: 




f9i . 



h- 



. A'J 



A> == -^ (/, t - ^t) = /, r/ = Consf 



welches die Breniipunktseigeiischaft der Hyperbel ist. Rückt 
a: in s, so wird 

Oonst. =/js — /s = fiSi -|- ö^s ■ — ftj = ssjj 
also gilt fttr die Punkte x der Hyperbel 
f^x — ■ fx =^ ss^. 
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Es möge bemerkt werden, tlaas die durch a; zu B ge- 
zogene Parallele die Polare von t für K ist, also A in dem 
conjugirten Pole t' zu t schneidet, und dass s, s^ die Deek- 
punkte der Involution sind, die c zum Mittelpunkte und t, t' 
zu einem Paare hat, so dass es = ct. et' iat, wodurch die 
Scheitel s, Sj in Fig. 71 und 72 construirt wurden. 




Liegt der Mittelpunkt c nicht im Endlichen, ist also der !■■ 
Kegelschnitt eine Parahel Ä^, deren Äxe A sei, welche K,^ 
iu dem Scheitel s schneidet , während der unendlich ferne 
Punkt s^ von A der Berührungspunkt von K^ auf C^ iat. 
Nach dem Zuaatze am Anfange dieses Paragraphen aclineiden 
die zu einander orthogonalen conjugirten Polaren für .£"„ die 
A in Punktepaaren einer Involution {A] , die in s^ einen 
Deckpunkt hat, mithin noch einen zweiten / besitzt, der in 
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der Mitte zwischen je zwei conjngirten Punkten a, Q der In- 
volution { A I liegt, 

Ist X ein Punkt von K^, T seine Tangente, % die Nor- 
male, so liegen die Schnittpunkte t und t derselben mit A 
von f gleich weit entfernt, und der Kreis i?, welcher durch 
t, t, X geht, hat f zum Mittelpunkt. 

Es werden die Winkel zwischen fx imd der Geraden yx, 
die parallel -lmA ist, von 3'und5£ halbirt. Fällt man daher 
von f auf T die Senkrechte, welche §x in g und T \q. n 
schneidet, so ist f. n = « . 3 und f .x == g .x. 

Zieht man durch x die Senkrechte tax A, so ist diese 
Polare von t für K,,, schneidet also A in dem Punkte t', 
welcher zu t conjugirt ist für K^, daher ist der Scheitel s 
die Mitte von t . t'. Und da wegen des gleichschenkligen 
Dreieckes tfx auch n die Mitte von t. x ist, so geht die in 
s errichtete Normale zu A durch n, oder dieser Punkt liegt 
stets auf der Scheit eltangente S der Parabel, mithin liegt g 
auf einer zu 8 parallelen Geraden F, und 

f.x^g.x 
stellt die Breiinpunktseigenschaft der Parabel dar. F heisst 
die LeitUnie der Parabel, sie ist die Polare von /, denn sie 
schneidet A in dem Punkte /"', der zu f conjugirt ist für die 
Parabel, da s .f == s .f ist. 

Ist g^ der Schnittpunkt von T mit F, so ist g^ der Pol 
von fx, und die conjngirten Polaren fx, fg^ stehen aufeinander 
senkrecht, da das Dreieck i/j /'a: congruent dem Dreiecke g^gx 
ist. Die Involution conjugirter Polaren in f ist also circular; 
f ist der Brennpunkt der Parabel K^. 

Errichtet man in g^ die Senkrechte auf T, welche fx in 
ij schneidet, so ist auch y ein Punkt der Parabel und g-^y 
ist seine Tangente. Denn ist m der Schnittpunkt von g^y 
mit 8, so ist g^ . m gleich und parallel zu f. n, also ist auch 
f. m gleich und parallel zu g^ . n, d. h. es ist f. m senkrecht 
zu my und gleich m . g', wenn g' der Schnittpunkt von fm 
mit F ist; und daher ist f-y=g'-if- 

In den Punkten ^j von F stehen also die zwei an die 
Parabel gehenden Tangenten zn einander senkrecht. 
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Zusatz. Die Kegelschnitte, welche in zwei Punkten /', fi 
circulare Polareninvolutionen haben, bilden eine Kegelsclinitt- 
schaar. Die Punkte f, f^ sind Brennpunkte aller Kegelschnitte 
und daher heisst diese Sehaar auch die Schaar confocaler 
Kegelschnitte. (Pocus: BrennpKnkt.) 

Durch jeden Punkt der Ebene gehen zwei Kegelschnitte, Kg. !4. 
von denen einer eine Hyperbel und einer eine Ellipse ist (Fol- 




gerung 2, Seite 141). Die Tangenten beider in dem Punkte 
stehen auf einander senkrecht, indem sie die Winkel halbiren, 
welche die Strahlen, die /', f[ projiciren, mit einander bilden. 
Alle Kegelschnitte haben ff^ = J. zu einer Ase und die 
in der Mitte c von f.f^ errichtete Senkrechte _B zur anderen 
Axe. AB G^ ist das allen conjugirte Poldreieek, Die Kegel- 
schnitte haben auch auf S und C^ dieselben eoajugirt ima- 
ginären Brennpunkte. 
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§ 5. Die Faure'schen Polkreise. 

Bin KreiSj welcher dareh ein Tripel conjugirter Pole 
eines Pol iir Systems geht, heisst Po&reis. Nach Kap. IV, § 4, 
Zusatz, Seite 96 enthält ein Polkreis uuendiieh viele Poldrei- 
ecke des Polarsystems. Es gilt nun folgender 

Satz: Alle Polkreise eines Polarsystems haben in Bezug 
tmf den Mitteipu/nM desselbm die gleiche Potem, oder die Chor- 
dalen je meier PoVsreise gehen durch den MitklpurM des Polar- 



Haben erstens die Poldreieeke eine Ecke p ^ 
lieh, so durchlaufen ihre beiden anderen Ecken g, r auf der 
Polare P von p die Involution conjugirter Pole (PJ, und die 
Kreise K, welche durch p ^r gehen, bilden daher einen Bü- 
schel, dessen Chordale A durch^ geht. (Zusatz auf Seite 140.) 
Da A die P in dem Mittelpunkte o der Involution [P] 
schneidet, so ist A Polare des unendlich fernen Punktes von 
P, sie geht daher durch den Mittelpunkt c des Polarsystems. 

Es möge zweitens p ein Punkt von P sein, ^, seine 
Polare, daher durch p gehen und P in p^ schneiden. Der 
Kreis ^^ durch V p Pa ist offenbar in obigem Büschel ent- 
halten. Durchlaufen nun q, r die Polinvolution auf ^, so 
werden die Kreise K durch p q r einen Büschel beschreiben, 
dessen Chordale St durch p und den Mittelpunkt c von K geht, zu 
diesem Büschel gehört auch S^. Da nun die Chordalen dreier 
Kreise stets durch denselben Punkt gehen, die Chordale 
von K, ®(|, ebensowie die von SE',,, ß durch c geht, so geht 
auch die Chordale von X, ^ durch c. Hiebei enthält K ein 
Tripel, dessen ein Punkt p ist und ^ ein Tripel, dessen ein 
Punkt p auf P, der Polare von p, liegt. 

Sind drittens p qr und x y irgend zwei Poldreiecke, K 
und K' die ihnen umschriebenen Kreise, so sei p der Schnitt- 
punkt von qr mit j/s, seine Polare ^ ist die Gerade xp uud 
q, f seien irgend zwei conjugirte Pole auf ^, so dass der 
Ki'eis S durch p <]x ein Polkreis ist. Nach dem Vorher- 
gehenden geht dann die Chordale von K und ß, sowie die 
von K' und ^ durch c, also auch die Choidale von ^und K'. 
ö- Ist der Kegelschnitt eine Parabel, so dass c^ der unend- 



y Google 



VI. § 5. Die Fauro'echen I'olkre 



L57 



iich ferne Punkt der Axe ist, so sind alle Chordalen der Ase 
parallel, daher liegen alle Mittelpunkte der Polkreise auf 
einer Geraden. Sei g ein Punkt «derselben, so bilden alle Pol- 
kreise, welche durch g gehen, einen Büschel, und zwar be- 
rühren sie alle in g die Chordale A, welche parallel zur Axe 




der Parabel ist, und schneiden auf G, der Polare Ton g, die 
Involution {G-] conjngirter Pole aus. Der Schnittpunkt o 
von A mit G ist der Mittelpunkt der Involution [G]. Wird 
mit .g als Radius ein Kreis beschrieben, so schneidet er G 
in den Deckpunkten x,y von [G]. (Zusatz 2; Seite 136.) 
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Daher stehen die Tangenten ^a; und gy der Parahel auf einan- 
der senkrecht, und ea folgt, dass g ein Punkt der Polaren F des 
Brennpunktes ^ist. Daher haben wir für die Parabel den Satz: 
Die Mittelpimkte aller Folkreise einer Parabel liegen auf 
der Leitlinie dersähen. 
e. Es sei c im Endhchen gelegen und ausserhalb irgend 

eines Polkreises, so dass cg eine Tangente an denselben von 
c aus ist, und g der Berührungspunkt derselben. Beschreibt 
man dann mit c.g als Radius um c den Kreis Sq, so schneidet 
er jeden Polkreis orthogonal. 



Ist g ein Punkt von Sß und G seine Polare im Polar- 
system, so berühren alle Polkreise durch g die Gerade cg. 
Ist der Schnittpunkt von cg mit G, und beschreibt man mit 
o.g als Halbmesser um o den Kreis, so schneidet er G in 
den Deckpunkten x, y der Polinvolution | G] (Zusatz 2, Seite 
136) und mithin stehen die Tangenten gx und gy des Kegel- 
schnittes auf einander senkrecht. 

Umgekehrt, ist g der Scheitel eines rechten Winkels, der 
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einem Kegelschnitte umschrieben ist, so liegt g auf dem Ortho- 
gonalkreise aller Pollcreise. Denn sind x und y die Berührungs- 
punkte der Tangenten 2' = ^Äund T, =gy, und besehreibt 
man die Kreise Sj; und ^y, welche in x resp. y die Gerade 
G •==• xy berühren und durch g gehen, so berühren einander 
§t:c und Sj, auch in g, und ihre Tangente geht durch den 
Mittelpunkt e des Kegelschnittes, als Polare des unendlich 
fernen Punktes von G. Es gilt mithin der Satz: 

Der Ort der Scheitel der rechten WinJcel, welche einem 
Kegelschmitte umschrieben werden Jamnen, ist ein Kreis S^, der 
denselben Mütel^tmkt hat, wie der KegdsclmiU, und der alle Pol- 
kreise orthogonal schneidet. 

Liegt der Mittelpunkt c innerhalb des reellen Kegel- 
schnittes, ist dieser eine-EUipse oder ein Kreis, so exiatirt 
iS(| stets. Denn ist T eine Tangente des Kegelschnittes, so 
existiren zwei zu ihr senkrechte Tangenten % und %', weiche 
sie in g und g' schneiden und c.g ist der Radius von Sq. 
Da ^D durch die Ecken des Rechteckes geht, welches der 
Ellipse in ihren Scheiteln umschrieben ist, so ist der Radius 
des Kreises St^ die Hypotenuse des rechtwinkligen Dreieckes, 
welches mit den beiden Längen der Halbaxen als Katheten 
construirt wird. Für den Kreis ist der Radius von S^ analog 
bestimmt. 

Liegt der Mittelpunkt c ausserhalb des Kegelschnittes, 
ist dieser also eine Hyperbel, so esistirt Sq nur, wenn die 
Asymptoten der Hyperbel einen spitzen Winkel einschliessen. 
Denn die zu einer Asymptote senkrechte Richtung liegt dann 
in dem Nebenwinkel, also ausserhalb der Hyperbel, und es 
existiren zwei zur Asymptote senkrechte Taugenten der Hy- 
perbel, welche sie in den Punkten Yon Ä,, schneiden. 

Ist die Hyperbel gleichseitig, so sind ihre Asymptoten 
das einzige Paar rechtwinkliger Tangenten, ^^ reducirt sich 
auf den Mittelpunkt c; alle Polkreise gehen durch c. 

Ist der Winkel der Asymptoten ein stumpfer, so ist ^^ 
nicht reell. 

Ist der Kegelschnitt imaginär, so kann Ä^ auch nicht 
reell sein. 
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VII Kapitel. 

Projektivität im Kegelselmittliüscliftl. — Kegclsclinittnetz. 

— Zwei Bnscliel, die nicht in einem Netze liegen. — 

InvolHtionen yierten nnd dritten Grades. 

§ 1. Projektivität im Kegelsehnittbüsehel. 

Ueßüition. Der Kegelschmithüschel heisst projeMivisch 
zum Polaretihüschel irgmä eines Punlctes der Ebene. Homologe 
Elemente sind der Kegelschnitt und seine Polare. Zwei Kegel- 
schoittbüseliel heissen projektivisch , wenn ea ihre Polaren- 
büsehel sind. 

Um daher einen Kegel achnittbiischel projektiviseh auf 
ein anderes Gebilde zu beziehen, kann man drei Kegel- 
schnitten des Büschels irgend drei Elemente des Gebildes zu- 
weisen, wodureh. dann die Projektiyität bestimmt ist. 

Irgend zwei PolarenbÜsehel desselben Kegelschnitt- 
büschels sind einander projektiviseh (Kap. VI, § 1, Polgening 1 
zu Lehrsatz 3, Seite 132), also ist der Kegelsehnittbüsehel 
aueii projektiviseh zum Tangentenbüschel der Kegelschnitte 
in einem Grundpunkte ä des Büschels, sobald nicht alle 
Kegelschnitte einander daselbst berühren, 

Lehrsatz 1. Der Kegelsehnittbüsehel ist in diesem Falk 
auch projehUvisch m dem geraden GMde, welches die Kegel- 
schnitte auf einer beliebigen, durch den Grumdpunkt gehenden 
Geraden atisschneiden. 
^■ Denn sind d, d die Deckpunkte der Involution {^j und 

G eine durch d gehende Gerade, m ein beliebiger Punkt von 
G, so ist der Kegelschnitt des Büschels durch d, S, m und 
die Polinvolution { ^^ } nach der Aufgabe 3 des § 1, Kap. IV, 
Seite 70 construirbar in folgender Weise. Sind p, c die 
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G mii ^j und p p,, sowie c c 



Schnittpunkte von 
zwei Paare der Involution {^i), so schneiden sieh dfij und 
mt in dem Puutte ä' von X, so zwar, dass der Pol von äd' 
der Punkt t von z/j ist, welcher mit dem Schnittpunkte t 




von dd' mit ^^j ein Paar von { ^, } bildet. Durchläuft nun 
m das gerade Gebilde \G\, so beschreibt d', da c fest bleibt, 
auf tfpj, also auch r auf ^^ ein zu |G| projektivisches ge- 
rades Gebilde, mithin ist auch der Strahlenhüschel d{t) J\ \G\. 
Dieser Sfcrahlenbüschel ist aber der Tangentenbüschel der 
Kegelschnitte. 

Deflöition. Eine Involution sei gegeben, xx', yy', s/, ... 
sind ihre Paare. Sind S, 1), J, . - . die Elemente des Gebildes, 
welche ein festes Element a von den Paaren xx', yy', sb', . . . 
harmonisch trennen, ao möge j, ^, j, ... das aus der Invo- 
lution mittels des Elementes a abgeleitete Gebilde heiesen, 

Lehrsatz 2. Irgend swei aus derselben Involution abge- 
leüete Gänlde sind projekUvisdi, iviid die Involution ist den- 



Die Involution {G\ 



auf der Geraden G gegeben, 
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xx', i/y', ss', . . . ihre Paare. Ist {A^') ein Kegelschnitt- 
büschel, welcher dieselbe aussehneidet, so möge iu der Stei- 
ner'sebeii Verwandtschaft der Kegelschnitt S der Geraden G 
entsprechen. Sind nun a, a irgend zwei feate Punkte ¥0n G, 
und a, a' die ihnen für den Büschel conjungirten , 'g,\),i.. ., 
E', 9', ä' ■ ■ ■ "^i^ beiden abgeleiteten geraden Gebilde, so sind 
aj, at), flä ■ . . die Polaren von a und 0.'%', o'^', o' j' ... die 
Polaren von a für die Kegelschnitte Ä^, Ay^, A^ . . . des 
BüBchels, welche die Paare xx', yy', ss' . . . enthalten. Da 
nun der Polarenbüschel 

a(Et|ä.,.) A a'(s'q'ä'-..) 
ist, indem beide S erzeugen, so ist auch 

Is9ä ■-■! A ij'i/ä' ---i, 

und nach Kap. IV, § 2, Aufgabe 1, Seite 76 ist [G] ad- 

jungirt den pro jekti vischen geraden Gebilden. 

Defiultion. Die Involution ist projektivisck m dem um 

üw abgeleiteten Gebilde. 

IiellTsatz 3. _Die InvoluHon auf dem Kegelschnitte ist 

projeUivisch su dem Strahlenbüschel , der ihre Paare misschneidet. 
s. Ist p der Pol, xx' ein Paar der Involution und t ein 

beliebiger Pnnkt des Kegelschnittes K, so bestimme man 
in (i) den Strahl, welcher tx, ix' 
von dem festen Strahle t p har- 
monisch trennt. Sehneidet der- 
selbe xx' in )?', so ist p' ein 
Punkt von ^, der Polare von 
p für K. Da nun t{p') projek- 
tivisch ist zu der Involution, so 
ist es auch der Strablenbüsehel 

j.^ ,g '' Folgerungen. 1. Soll eine 

Involution projektivisch bezogen 
werden auf ein anderes Gebilde, so kann man drei Paaren der 
Involution drei beliebige Elemente des Gebildes zuweisen, 
wodurch dann die Projektivität vollständig bestimmt ist. Das- 
selbe gilt, wenn das zweite Gebilde wieder eine Involution 
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ist, wenn statt des Elementes ein Paar der Involution ge- 
nommen wird, 

2. Haben zwei conloeale projektivische Involutionen 
drei homologe Paare gemeinschaftlich, so sind sie identisch. 

Lehrsatz 4. Die KegelsAniite mies Büschels schneiden 
auf zwei Geraden G-, G' der Ebmw swä m einander projek- 
tivische Involutionen [G\, {G'\ aus. 

Ist a der Schnittpunkt von G mit G' und a der ihm im 
Bßsehel conjugirte, so schneidet der Polarenbüschel (a) auf 
G und G' die aas { G ] nnd | G' ) abgeleiteten geraden Ge- 
bilde aus, woraus die Behauptung des Lehrsatzes folgt. 

Folgerungen. 1. Der Kegelschnittbüschel ist projekti- 
visch zu der Involution, die er auf einer beliebigen Geraden 
ausschneidet. 

3. Zwei projektivische Kegelschnittbüschel schneiden 
zwei Gerade (oder auch eine) in zwei zu einander projekti- 
vische n Involutionen. 

Lehrsatz 5. Zwei auf demselben Träger liegende ptojel- 
tivische Involutionen [J], {S| haben vier Do^eleh-mente ä. h. 
solche Elemente, welche m^ei etttsprechenden Faaicn da Involu- 
tionen angehären. Die Doppelelemente können pawtwexse con- 
jungirt imaginär s 




Zum Behuf des Beweises nehmen wir die Involutionen v 
auf dem Kegelschnitte K an, p sei der Pol von [J] und p 
von {SS- öie durch die Paare der Involution auf einander 
11* 
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projektivisch bezogenen Strahl enbüachel (p) und (ip) erzeugen 
einen Kegelsclmitt S. Ist d ein Schnittpunkt von S: und K, 
so iat derselbe ein Doppelpunkt; woraus die Behauptungen 
des Lehrsatzes folgen. 

Folgerung 1. Ist eine Involution elliptisch, die andere 
hyperbolisch, so sind wenigstens zwei Doppelpunkte reell. 
Denn der eine Pol liegt innerhalb, der andere ausserhalb K, 
also musa S den K wenigstens in zwei reellen Punkten 
schneiden. 

2. ScAen { J] und { S ) eira Paar (a a) = (a a") ge- 
m. meinschaßlick, so sütä die beiden anderen Doppe^nhte ein Faar 

aller der Involutionen, die durch zwei homologe Paare xx' wnd 

ll' hestimmt werden. Denn die projektivisehen Büsche] (p) 

und (fi) liegen perspektivisch und 

y/ erzeugen mithin eine Gerade T, 

\ ^L/_ ^ welche K\a den zwei übrigen Dop- 

/'%\~Tj^^ pelpunkten schneidet. Die Strah- 

/ \l] \ lö" i»3;a:' und pjj' schneiden ein- 

/ ^y^l\ ] ander daher in dem Punkte | von 

4-^ / \ j T d. h. I ist der Pol der Invo- 

~y^^- S^ I Ä"^'~ lution, deren Paare x<e', gj' sind, 

y^^.____,.-A^ also sind auch die Punkte, in 

/ welchen T den K sehneidet, ein 

^'''8' ^'^ Paar dieser Involution. 

3. Das Erzeugnis zweier projekti vis eher Kegelschnitt- 
büschel ist von der vierten Ordnung, indem jede Gerade vier 
Punkte desselben enthält : die Doppclpunkte der auf ihr 
liegenden projektivisehen Involutionen. Gleiches gilt von dem 
Erzeugnisse zweier projektivischer Strahleninvolutionen. 

lelirsatz 6. Eine Involution und ein dazu conlocales 
jprojeMvisches Gebilde haben drei DoppeJelemente. Von denselben 
ist stets eines reell, zwei Iconnen eonjtmgiri imagimir sein. 

Die Involution liege auf dem Kegelschnitte K und habe 
in p ihren Pol. Projicirt man das dazu projektiviache Ge- 
bilde aus dem Punkte t von K, so werden die projektivisehen 
Büschel (p) und (ß) einen Kegelschnitt S erzeugen, der durch 
t geht, also K notwendig noch in einem Punkte d schneidet, 
der ein Doppelpunkt ist. 
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Anmerkung. Das aus der Involution [J] mittels des 
Elementes a abgeleitete Gebilde hat mit derselben drei Doppel- 
punkte gemeinsehaftlicli, bestehend aus a und den Deck- 
piinkten von [J]. 

TolgexTing. Das Erzeugnis eines Strahlenbüscliels und 
eines zu demselben projektivischen Kegelschnittbüschels ist 
von der dritten Ordnung, indem auf jeder Geraden der Ebene 
drei Punkte desselben liegen. Von diesen ist einer stets reell. 
Gleiches gilt von dem Erzeugnis eines Strahlenbiischela und 
einer dazu projekti vischen Strahl eninvolution. 

Lehrsatz 7. Durch das Erzeugnis C* der KegelsdmiU- 
büsckel {A^^ A^' A^^ . .- .) 7\ i^i^ 5*2^ ^3^ ■ ■ ■) werden auch die 
Süschel {A,^ Sli^ und (A^^ %^ auf einander projehtivisch he- 
gogen, so dass also, wenn B^% B^^ die KegehchniUe der Süschd 
sind, tvelche dwrch denselbejt FtmM von (7* gehen, die Büschel 
(A^^^^B^^ - . .) A (^/Stä'-Saä . . .) dasselbe Ermignis G* her- 
vorbringen. 

Es sei g einer der Schnittpunkte von ^3^ und %^, also 
ein Punkt von (7*, und G eine beliebige durch g gehende 
Gerade. Auf G schneidet der Büschel { J.^) eine Involution { G j 
und (St^) die dazu proJektivUcbe Involution { [ aus. ij ist 

J 




ein Doppelpunkt der projekti scheu Involutionen, (l',g",g"' 
seien die übrigen. 

Projiciren wir {G\ und \%] aus einem Punkte h eines r 
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Kegelschnittes K auf diesen, so seien p und p die Pole der 
auf K projicirten Involutionen, uad ä sei die Projektion von g. 
Sind «] «/, aa«s' "^i^ Projektionen der Paare von [G], in 
welchen A^, A^ die (? achneiden, und entsprechen analog a^ a^', 
Oä Oa' den Schnittpunkten von %^, %^ mit G, so ist der 
Bäschel p{a^a^d . . .) A "fifh^i^ • ■ ■) ^'^^ ^^^ erzeugen daher 
den Kegelschnitt ß, welcher durch d, p, p geht und auf K 
die Punkte d', ä" , ä'" bestimmt, die aus ft auf G projicirt 
die drei übrigen Punkte g' , g", g"' von 0* liefern. 

Ißt 2[ der Schnittpunkt von pa^ und pa^ und g^ i^er von 
pa^ und (JOä, (^i, 2a also auf ^ gelegen, so ist g^ der Pol 
der Involution, die aus h auf (? projicirt vom Kegelselmitt- 
büschel {A^%^) ausgeschnitten wird, und analog entspricht 
der Pol q^ der Involution, welche der Büschel {A^ %^) auf G 



Ist nun B^ der Kegelschnitt des Büschels (J./ %^), der 
durch g geht und S,^ ein solcher von {A^ St^^), und bezieht man 
den Büschel (^/ 9li' B,^ . . .) A (-4/ 91^^^ B^' ■ ■ ■)? ^o wird von 
ihrem Erzeugnisse G^ g ein Punkt sein. Die drei übrigen 
bestimmen wir dadurch, dass wir die Involutionen aus li auf 
K projiciren, welche diese Büschel auf ausschneiden. Da 
nun der Büschel gj («j a^d . . ') 7\ ffä ("'2 '^a '^ ■ • ■) ^i^'^j ^o er- 
zeugen diese denselben Kegelschnitt SE, der durch d,p, p, q^, q^ 
vollständig bestimmt ist, mithin ergeben sich auf X dieselben 
Doppelpunkte d', d", d"' , die aus li projicirt auf G dieselben 
drei Punkte g', g", g"' liefern, die G^ angehörten. Da G 
beliebig durch g gelegt wurde, so ist (7,* mit C^ identisch. 

§ 'i. Bas Kegelschnittnetz. 
Ueflultion. Alle Kegelschniite, für weleke drei FunMe- 
paare aa, li, et conjugirte Pole sind, hilden em Kegelschniü- 
nets. Wir setzen natürlich Toraus, dass diese drei Paare 
nicht die Li^e haben, wie sie im Lehrsatze 3 des § 7, Kap. III 
auftritt, da sie dann nur als zwei bestimmende Paare für die 
Kegelschnitte gelten würden. Pälit ein Punktepaar in einen 
Punkt zusammen, so müssen alle Kegelschnitte des Netzes 
durch diesen Punkt gehen. Die Kegelschnitte, welche durch 
drei Punkte gehen, bilden daher ein specielles Netz. 
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Ein Kegelschnitt des Netzes ist durch irgend Kwei Punkte 
der Ebene bestimmt (Aufgabe 4 des § 1, Kap. VI, Seite 139). 
Durch einen Piinlit x der Ebene geht ein Büschel von Kegel- 
schnitten des Netzes. Zwei Büsche), welche durch die Punkte 
X, y bestimmt werden, haben stets den Kegelschnitt des 
Netzes gemeinschaftlich, welcher durch jo, y bestimmt ist. 

Lehrsatz 1. Sind A?, B^, C^ drei Kegelsclmitte der Ebene, 
die nicht einem Büschel a/ngehören, und ist L^ ein KegelsdiniÜ 
des Süschels (J.^0^) und M^ mn solcher von (B^G% so "Uegen 
alle Kegelschnitte des Büschels (L^W) in einem Netee, wobei 
sowol L^ als Jtf* die Büschel (Ä^C^ resp. (B^C) dv/rckloMfen 
soUen. Ist K^ ein Kegelschnitt des Büschels (Iß M^") und K^ 
ein sol^er eines anderen Büschels (L,^ ^i% s" lief/eit auch die 
Kegelschnitte des Büschels (K^K^^) in demselben Netze, u. s. w. 

Sei a eine Ecke des Ä^, C^ gemeinschaftlichen Poldrei- 
eckes und A die Polare von a für ^ und C^. Ist dann tt der 
Schnittpunkt der Polare A' von a für B^, so sind a, a eonjügirte 
Pole für A?, B^, G^. Analog erhält man durch die Büschel [B^G^) 
und (AßB^) zwei weitere Paare ib, et von Punkten, welche 
auch für A?, B^, C^ conjugirt sind. Daher sind aber auch 
aa, 6b, et für L^ und M^, also für jeden Kegelschnitt des 
Büschels (IßM^) conjugirt, also auch für K^ u. s. w. 

Auf diese Art bestimmen irgend drei Kegelschnitte des 
Netzes, die nicht in einem Büsche! liegen, das Netz. Jedes 
Punktepaar aa, welches für drei solche Kegelschnitte con- 
jugirt ist, ist conjugirt für alle Kegelschnitte des Netzes 

Zusatz. Es gibt unendlich viele Punktepaare y\, welche 
in Bezug auf die Kegelschnitte des Netzes conjugnt sind 
Denn ist {K'^K^^) irgend ein Büschel des Netze? und / eme 
Ecke des K^ und K-^ conjugirten Dreieckes, X die Polare 
von X für K^ und K-^, so wird die Polare X' von a tui 
irgend einen Kegelschnitt des Netzes, der nicht im Büschel 
{K^ K^) enthalten ist, die X im Punkte j schneiden. 

Lehrsatz 3. Die Kegelschnitte des Netzes schneiden auf 
einer Chordale dieselbe Involution aus. 

Unter Chordale soll eine G-erade S verstanden werden, 
welche zwei Schnittpunkte zweier Kegelschnitte des Netzes 
trägt. Die Gerade @, welche die zwei anderen Schnittpunkte 
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derselben Kegelschnitte trägt, heisse die zu S conjngirte 
Ohordale. 

Es mögen aieh i^, M^ in den Punkten xx' von S 
schneiden und K'^, welcher nicht im Büschel (U M^) liegt, 
soll 8 in yy' treffen. Dann sehneiden die Büschel (L" K^) 
und (W'K^) auf iS dieselbe Involution [8] aus, deren zwei 
Paare xx', yy' sind, Ist daher H.^ irgend ein Kegelschnitt 
von (H^-fiT^) und 7^ ein solcher von (IßK^), so achneidet 
auch der Büschel {X^Y^) auf S die Involution [S] aus. 

Zusatz. Sind d, b die Deckpunkte von [S), so sind sie 
conjugirt in Bezug auf alle Kegelschnitte des Netzes. Jede 
Ghordale enthält daber ein Paar conjugirter Pole des Netzes. 
Und umgekehrt ist die Verbindungsgerade zweier conjugirter 
Punkte ä, b eine Chordale. Denn alle Kegelschnitte des Netzes 
treffen db in Punktepaaren, welche d, b harmonisch trennen, 
also eine Involution bilden. Durch einen Punkt x von db geht 
ein Büschel von Kegelschnitten des Netzes, welche alle auch den 
Punkt x' enthalten müssen, der x von d, b harmonisch trennt. 

Jede Gerade, auf welcher die Kegelschnitte des Netzes 
dieselbe Involution aussehneiden, ist eine Chordale. 

Lehi'gatz 3. Schneiden die Büschel {A?) (Sl^) des Netnes 
auf der Chordäle 8 dieselben Paare xx', yy' ... der Iiwohi- 
tiön [8] avs, so schneiden einander je zwei entspre<3tende Kegel- 
schnitte noch MJ zwei I^mkteit je', '^y' ..., die auf der con- 
jugwien Chordäle © die Involution {©} hilden. 

Durch die Involution {S} werden (J?) und (Sl^) projek- 
tiviseh auf einander so bezogen, dass der Kegelschnitt L?, 
welcher beiden Büscheln gemeinschaftlich ist, sieh selbst ent- 
spricht. Schneiden sich nun A^^ und 21^;^ ausser in x' auf S 
noch iu 5, £', so ist ee'= ® ^^^ 2u 8 conjugirte Chordale, 
welche S in j> schneiden möge, p' sei der zu p gehörige 
Punkt in {iS) und p' möge p in (@j entsprechen, dann 
gehen Aj? und 91/ durch p' und p'. Sind ferner l, V die 
Schnittpunkte von L^ mit 8 imd 1, V die mit ©, so sind in 
den auf @ liegenden von {A^) A (5^^) ausgeschnittenen In- 
volutionen jj', j)p', IV drei coincidirende homologe Paare, 
also sind die Involutionen identisch (Folgerung 2 zu Lehr- 



y Google 



Vn. § 3. Zwei Eegelsohaittbüschel. 169 

satz 3 des § 1, Seite 163) mit der Involution {©}, welche 
die Kegelschnitte des Netzes auf @ ausschneiden. 

lehrsatz 4. Sind S, © givei conjwg-irte Chordalm unä 
wird S von mtem Kegelschnitte 4-i^ des Netses in s, s', die © 
in §, §' geschnitten, so ist s^ = S^ wieder eine Chordale tmd 
s'§' = ©1 ist die con^jugirte Chordale. 

Denn sind A?, 51' irgend zwei Kegelschnitte, die sich 
auf S, © schneiden, so ist s§ ein Paar der Involution, 
welche der Büschel (-4^91^ auf fSi=s§ aussehneidet (Seite 133, 
erster Ahaatz), Da nun s, § auch Schnittpunkte von A^ 
sind, so schneiden die Büschel {A!' Af) und {W A^) auf S^ 
dieselbe Involution aus, also auch die Kegelschnitte des 
Netzes, dieselbe ist mithin eine Chordale, Da alle Kegel- 
schnitte des Netzes, welche durch s gehen auch s', S, §' 
enthalten, so ist s'§'= ©^ die zu S, coujugirte Ohordale. 

Ein Paar conjugirter Ohordalen vertritt also einen Kegel- 
schnitt des Netzes. 

Lelirsatz 5. Die Funhte x, %, welche in Besug auf alle 
Kegelsdinitte des Netnes conjugirte Pole smd, werden aus irgend 
einem, p, von ihnen durch eine Sfy-ahleninvolution projidrt. 

Ist nämlich j5|) ein Paar solcher Punkte, so wird in 
dem Büschel (A^) des Netzes ein bestimmter Kegelschnitt P^ 
existirea, welcher die Gerade P durch p zur Polaren von p 
besitzt. Ist (B^) ein anderer Büschel des Netzes, welcher den 
Kegelschnitt P^ nicht enthält, so wird in demselben ein be- 
stimmter Kegelschnitt Q^ existiren, dessen Polare von p die- 
selbe Gerade P ist. Der Büschel (P^ Q^) bestimmt nun eine 
Steiner'sehe Verwandtschaft, für weiche p ein Hauptpunkt ist, 
und in welcher w, j entsprechende Punkte sind. Dieselben 
werden daher durch eine Strahlenjnvolution aus p projicivt 
(Kap. V, § 3, Lehrsatz 2, Seite 115). 

§ 3. Betrachtungen an zwei Kegelschnittbüscheln, die 
nicht in einem Netze liegen. 
Es seien (-4^), (SP) zwei Büschel, die nicht in ei^te^u Netze 
von Kegelschnitten liegen. Auf einer willkürlichen Geraden G 
schneidet dann (Ä^) eine Involution [G] und (W) eine In- 
volution {G'] aus, die ein Paar aa' gemeinschaftlich haben. 
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Die Kegelschnitte Aa-, SL^, welche dieses Paar ausschneideu, 
ßchneideii einander noch in zwei Punkten Q, a', und die Gerade 
00'==© soll die zu G conjugirte Selcante heissen. 

Hiedurch ist jeder Geraden G eine Sekante @ zugewiesen, 
derart, dass die conjugirte Sekante zu & wieder G ist d. h. 
die eonjugirten Sekanten entsprechen einander involutorisck. 

Lehrsatz 1. Sind %q, 5t ^"i^* äurch f gehende Geraden, 
denen dieselbe Selcante F conjugirt ist, so ist F conjugirt m 
allen Strahlen des Büschels (f). 

Denn schneiden sich A^^, %^ auf 5o -^'i ^^^ ^i% %^ ^^^ 
5i F, so schneiden die beiden Büschel (A^) und (3t^) auf 
F dieselbe Involution [F] aus. Ordnet man die Kegel- 
schnitte der Büschel einander zu, welche dasselbe Paar von 
{F\ projiciren, so sind die Büsche! aufeinander projektivisch 
bezogen, ihr Erzeugnis C* ist von der vierten Ordnung und F 
gehört offenbar dazu. 

Der Punkt f gehört C* an. Denn die Schnittpunkte 
A^, §1(1^ mit 5n sind zwei Punkte von (7*, und der Schnitt- 
punkt g>Q von F mit 5o ^^* ^^^ dritter Punkt. Nach Fol- 
gerung 2 zu Lehrsatz 5 des § 1, Seite 164 ist f der vierte 
Pnnkt von C* auf 5oi denn tp^ f ist ein Paar der Involu- 
tion, welche die Schnittpunkte von A^^, 31^^ auf 5o bestimmen 
(Seite 133, erster Absatz). Sind daher A^, %^ irgend zwei 
einander entsprechende Kegelschnitte, die sich also auf F 
schneiden, so muss ihre zweite Sekante % durch, f gehen, da 
F durch q>^ geht. % ändert sich mit A^, W. (Vgl. den Zusatz.) 

Ist G eine zweite Gerade, auf der (A^ und (S(^) dieselbe 
Involution [G] ausschneiden, so sei h der Schnittpunkt von 
G mit F und g der ihm in {F\ entsprechende Punkt. Der 
in { ö ] zu Ä entsprechende Punkt ist f. Denn sind A^^, ^/ 
irgend zwei Kegelschnitte, die sich auf F schneiden, so ist 
der Schnittpunkt der conjugirten Sekante 5» ^oi^ ^' ^li^" ^ 
der Punkt, welcher h in der Involution entspricht, die der 
Büschel (As^%/) auf G ausschneidet. Dieses ist aber die 
Involution {G\. Also gehen alle ^^ durch einen Punkt von 
G, dieser muss nach obigem mit /' identisch sein, 

Ist nun P^ der Kegelschnitt von (A^), welcher durch h 
geht und 5ß^ der von (31^), welcher auch h enthalt, so schnei- 
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den sich P^ und Sß^ auch ia g und /, und e sei der vierte 
Schnittpunkt. Dann ist gf =^ H eine dritte Geiade, auf der 
{A^) und (St^) dieselbe Involution ausschneiden. Denn seien 
A^, ^x^ wieder die sieh auf F%s sehneidenden Kegel- 
schnitte, so ist hf ein Paar der Involution, welche der Bü- 
schel (^Ax^%x) auf JI ausschneidet, denn h liegt auf F und 
f liegt auf 5.r- Daher schneidet der Büschel (^j;P^) = (J.^) 
dieselbe Involution auf H aus, wie der Büschel (SI,,^ 3ß*) ^ (31^). 

Die zu G conjugirtea Sekanten gehen durch g und die 
zu H coujugirten durch Tl. Es ist ersichtlich, dass weiter 
keine Gerade existiren kann, auf der die Büschel dieselbe 
Involution aussehneiden. 

Zusatz. Der Büschel (f) der Sekanten %^ ist projekUvisch 
den ieiden Biiseheln (A^) und (St^), welche auf F dieselbe Invohi- 
Uon ausschneiden, imd swar entsprechen %x äie Kegelschnitte 
Ax, V, äie sich aufF^n schneiden. Denn ist 9:1, ip' der zu 
f im Büschel {A^) resp. (SL^) conjugirte Punkt, so erzeugen 
die Polarenbüschel (qu) A (9»') 'on f iß Bezug auf die Kegel- 
schnitte (j1^), (9t^), welche dieselben Paare von [P] aus- 
schneiden, einen Kegelschnitt ^, der durch f geht, denn ipf 
ist Tangente von P^ und ^o'/Tangente voa 5ß^ Die Polaren 
A:c, 3t.T, von f für A^^, ^J' schneiden einander aber in einem 
Punkte von ^5^^ , also ist 

r(A.) A ».•(«.) A ftg.), 
da dio drei Büschel dieselben Punkte von @ projiciren und 
ihre Scheitel auf ^ liegen. Es ist mithin (f) auch projekti- 
visch zu (A'-') und {%^), da diese projektiviseh sind zu (ip) 
resp. (ip'). 

Lehrsatz 2. Den Strahlen Si,S^,S^,.. . eines Punktes s 
enf'Sprechen die conjttgirten Sekanten @i, ©3, ©3, . . ., welche 
einen Kegelschnitt S einhüllmt. 

Es mögen sieh Ai^, %i^ auf S-i, ©,■ schneiden und ©, 
werde von S, in Xi, von ©; in j; getroffen; dann zeigt man 
vorerst leicht, dass Xi ji auf ©^ eine Involution | ©, ) be- 
schreiben, welche auch von dem Büschel (As^ St/) ausge- 
schnitten wird, wenn J./, %^ die Kegelschnitte der beiden 
Büschel sind, welche s enthalten. 
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Denn macht man (^,M;M/) A (3fi'5ti^9t/), so sind 
die Selinittpnntte von A^, %i auf ©^ zwei Piinkte des Er- 
zeugnisses C*, die letzten zwei sind daher nach Folgerung 2 
zu Lehrsatz 5 des § Ij Seite 164 ein Paar der Involution 
{ @i I , welche der Büschel (A? 9tj^) auf ©i ausschneidet. Da 
nun au Folge des Lehrsatzes 7, § 1, Seite 165 durch die C* 
auch der Büschel (^/ 3t/ B^') A (^i' 31;' -B;') iat, weun 
S^, Sr' die Kegelschnitte des Büschels (A^^^^^) resp. (^i^SI;^) 
sind, welche s enthalten, so sieht man, dass S^^ mit 8i ©^ 
und Bi' mit Si'Si identisch ist. Dieses letztere Geradenpaar 
8i S,- schneidet daher ©^ in den zwei Punkten ic,-, £,- von G*, 
und mithin ist Xi £,- ein Paar der Involution { ©i } • 

Sei nun S^ irgend ein anderer Strahl von s und @^' die 
ihm conjngirte Sekante, welche von Ä ©; in Xi j/ geschnitten 
wird. Xi''^i' durchlaufen dann auf @^' wieder eine Involution 
{ ©j' j . Da nun Xi, x/ auf ©, und ©i' perspektivisch liegende 
gerade Gebilde beschreiben, so durchlaufen g;, j/projektivisehe 
Punktreihen auf @i und ©/; also hüllt Jij/^@f einen 
Kegelschnitt 2J ein. 

lehrsatz 3. Alle Kegelschnitte I^ Jiaben drei feste Tajt- 
genten gemeinschaftlich, aufweichen die Kegelsdmüte der Büschel 
(J.^) tmä (Sl^) identische Involutionen ausschneiden. Von diesen 
Tai^enten ist stets eine reell. Die stoei anderen Mmien conjtm- 
girt imaginär sein. 

Denn seien s, s' irgend zwei Punkte der Ebene, U, Z,' 
die ihnen entsprechenden Kegelschnitte, so haben dieselben 
die zu ss' = S(^ conjugirte Sekante ©(, als gemeinschaftliche 
Tangente. Daher ist stets noch eine reelle Tangente F beider 
Kegelschnitte vorhanden. (Kap. V, § 5, Seite 122.) 

Seien 5i 5' die beiden Strahlen von s resp. s', welchen 
F gleichzeitig conjugirt ist, und f sei der Schnittpunkt von 
^f %', Dann ist klar, dass die Büschel {Ä^), (31^) auf F 
dieselbe Involution \F\ ausschneiden, indem F^, F^' die 
Sekanten der Kegelschnitte A^, 2t^ und A'^, 2('^ sind. Ist 
umgekehrt s" ein beliebiger Punkt der Ebene, so wird dem 
Strahle s" f die Gerade J*" als conjugirte Sekante angehören 
(nach Lehrsatz 2), also berührt £" auch F. 

Dasselbe gilt von den zwei übrigen gemeinschaftlichen 
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Tangenten G, H von S, 2'. Man kann auch direkt zeigen, 
dass 2 und 2' filr f dieselbe Polareninvolution besitzen. 

Folgening. Ist x ein Tmikt von F, so entsprechen allm 
Strahlen X von {x) als conjugirte Spanten die Strahlen H des 
Punktes j v<m F, so dass x% ein Paar de/ Involution [F] 
ist. Denn schneiden sich Ä^, %''' auf X und X und sind a^j 
die Schnittpunkte von X, 3£ mit F, so sind x J ein Paar der 
Involution, die der Büschel (A^W) auf F ausschneidet (Seitel33, 
erster Absatz). Da dasselbe für G und H gilt, so liegen die 
drei Involutionen [F], [G], [H] so gegeneinander, dass drei 
Punkten a;, x', x", welche auf der G-eraden X hegen, drei 
P\inkte £, e', e" in denselben entsprechen, die wieder auf 
einer geraden ^ liegeu. Hieraus folgt, dass von den drei In- 
volutionen entweder eine hi/perbolisch und swei ellipUsch, oder 
alle drei hyperbolisch sein müssen, und dass in dem letzten 
Falle die Deckpunkte auf vier Geraden liegen, welche ein 
Vierseit bilden, dessen Diagonaldreiseit das Dreiseit FGH ist. 

Aninerkung. Aus dem Vorangehenden beweist man 
leicht, dass durch Polarisirung der Beziehung zwischen S, @ 
die Steiner'sche Verwandtschaft erhalten wird. 

Zusätze. 1. Die Betrachtungen bleiben im Wesentlichen 
dieselben, wenn die Baaispunkte des Büschels coincidiren, 
auch dann, wenn der eine Büschel aus doppelt berührenden 
Kegelschnitten besteht. 

3, Berühren sich auf F die Kegelschnitte ^4^^, %^ in 
dem Punktepaar a^ a^ von [F] , so fällt f &\xi F und alle 
Kegelschnitte S berühren F in f , wobei ff ein Paar von 
[F] ist. 

3. Haben die Büschel (Ä^), (S(^) einen Basispunkt f ge- 
meinschaftlich, so ergibt sich F auf folgende Art. Es sei T 
eine beliebige durch /'gehende Gerade, ( ein sie durchlaufender 
Punlit. Dann haben die Kegelschnitte Af, %i^ ausser T noch 
eine Sekante X, welche durch einen festen Punkt t geht. Ist 
((, der Schnittpunkt von A^ mit T, so ist it^ = F die Ge- 
rade, auf der (.4^) und (Sl^) dieselbe Involution \F] ausschneiden 
und daher geht %^ auch durch t^,. Denn es ist der Büschel 
{Ai^) 7\ (2li^), und zu ihrem Erzeugnisse (7* gehört T, Schnei- 
den sich ^i/, 9(j,^ auf %^ in £, j', so ist der vierte Punkt 
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von (7* auf %^ der Punkt t, welcher t^ in der Involution zu- 
geordnet ist, die {Ai^^%t,^) auf 3! ausschneiden. Da nun das- 
selbe für irgend zwei Kegelschnitte A,^, %^ gilt (Folgerung 2, 
zu Lehrsatz 5 des § 1, Seite 164) und die Sekante T stets 
durch t^ geht, so muss % durch t auf %i gehen. Ist („ der 
Schnittpunkt von At^ mit T, so musa daher Sl^^ durch t 
gehen, ist also mit 9(t^ identisch. Auf F = %t sind daantf,, 
ein Paar jeder der Involutionen, welche die Büschel {A,^%^) 
aussehneiden, oder der Büschel (Ai At^) schneidet dieselbe 
Involution wie (§t,^9(t^) auf F aus. 

4. Haben (A^) und (9(^) zwei Baaispunkte auf der Geraden 
^ gemeinschaftlieh und sind D, S3 die beiden anderen Geraden, 
welche die restlichen Basispunkte tragen, so wird jede Ge- 
rade S, welche durch den Schnittpunkt ä von D mit S) geht 
und zJ in ä schneidet, in t^ö das Paar enthalten, welches 
beiden Involutionen gemeinschaftlich ist, die (A^) und (^^) 
auf 8 ausschneiden. 

Eine Gerade F, auf welcher beide Büschel dieselbe In- 
volution ausschneiden, muss durch d gehen, denn auf einer 
Geraden iS, die nicht durch d geht, schneidet (A'-') eine In- 
volution aus, von der^D auch ein Paar enthalten, während 
(21^) die Involution ausschneidet, von der ^ 2) ein Paar ent- 
halten. Die Involutionen können daher nicht identisch sein. 

Es gehen durch d nur zwei Strahlen, auf denen beide 
Büschel identische Involutionen ausschneiden, nämlich die 
beiden Strahlen, welche die auf -^ gelegenen gemeinschaft- 
lichen Basispunbte projiciren. Jeder der Strahlen wird von 
den Büscheln in einer parabolischen Involution geschnitten. 

Ginge durch d noch ein Strahl A, auf dem {A^) und (§F) 
dieselbe Involution ausschneiden, dann liegen beide Büschel 
in einem Netze, d. h. durch die sechs Basispunkte geht ein 
Kegelschnitt K^. Denn auf A mögen sich die Kegelschnitte 
A^,^^ schneiden, und S sei eine beliebige durch d gehende 
Gerade, welche ^ in ö schneidet, so schneiden (A^) und (9t ^) 
auch auf S dieselbe Involution aus. Denn dS ist ein Paar der 
Involution, welche der Büschel (A^%^) auf S ausschneidet 
(Seite 133, erster Absatz), daher schneiden die Büschel 
(A\JI>)^(A^) und (3tS^®) = (aiä) 
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auf S dieselbe Involution aus, indem der zerfallende Kegel- 
schnitt J D dureh dd geht, welche Punkte auch auf z/ S) 
liegen. Lässt man S mit D zusamnienfallen, so folgt ebenso, 
dass auf D der Böachel (91^) eine Involution ausschneidet, 
von der die Basiapunkte des Büschels {Ä^) ein Paar sind. 
Daher geht ein Kegelschnitt K^ des Büschels (St^) durch die 
auf D gelegeneu Basispuntte von (A^), derselbe gehört also 
auch (Ä^) an. Die Richtigkeit der Umkehr ist klar. 



§ 4. Biquadratische und cubisehe Involution. 

1. Hilfssatz, Smd Ä^, St^ irgend swei Kegelschnitie der 
Ebene, X eine durch x gdiende Gerade, welche A^ imd %^ in 
aa resp, Ott' schneidet, so ist der Ort des Punhtes x, welcher 
X in der Iwvoluiiön [X] entspricht, deren Taxwe aa, aa' sind, 
der Kegelschnitt des Büschels (^^91^), welcher durch x geht 

3. Hilfssatz. Haben die-Büschel {Ä^, (Sl^) den Kegel- 
schnitt S^ gemeinschaftlich, und bemehtmansie so projektivisch 
auf einander, dass S^ sich selbst entspricht, so erzeugen sie noch 
einen eweitmt Kegelschnitt K^. 

Zu dem Erzeugnisse C* der Büschel (A^) A (ß-^) gehört 
®*. Seien A/, 91/ irgend zwei andere sich entsprechende 
Kegelschnitte der Büschel, die sich in x schneiden mögen, 
welcher Punkt also auf f7* liegt. Ist X eine willkürliche, 
durch X gehende Gerade, so schneidet sie (7* ausser in x und 
den beiden auf K^ liegenden Punkten noch in dem Punkte x', 
so dass xx' ein Paar der Involution auf X ist, welche der 
Büschel {A^ 9(^) auf X ausschneidet (Folgerung 2 zu Lehr- 
satz 5 des § 1, Seite 164). Daher liegt x' nach dem 1, Hilfs- 
satze auf dem Kegelschnitts^^ des Büschels (A^ 31^), welcher 
durch X geht. 

Definition. Die Kegelschnitte eines Büschels (J.^), von 
dessen Grundpunkten keiner auf dem Kegelschnitte S^ liegt, 
schneiden diesen in Quadrupeln tuvw, weldie in ihrer Ge- 
sammtheit die biquadratische Involution heissen. 

lehrsatz 1. Die biquad/ratische Involution auf S^ hann 
ausgeschnitten ivefden durch unendlich viele Kegelschnittbüschel, 
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voll deieti ßabiSpunUsn stets emei iiülkmlich in der Ebene ge- 
wählt weiden hmn. 

Die biquadratisehe Involution auf fi° sei ansgesehnitten 
durch den Bu&chel (^^), das Quadrupel UuiViWi durch den 
Kegels clinitt A.i'. Sei nun g ein willkürlicher Punkt der 
Ebene und ^j^, 31/ die Kegelschnitte, welche durch g gehen 
und i^ % v^ w^ resp. t^u^v^w.^ enthalten, und St^* sei der Kegel- 
schnitt des Büschels (^^ %^') , welcher ^ enthält. Mau be- 
ziehe nun den Büschel 

so erzeugen dieselbe eine C*, welche auch erzeugt wird durch 
die Büschel 

(Sii^ ä;' B^^) 7\ (%' ^' B^'), 
wenn ^j", B/ die Kegelschnitte der Büschel sind, welche den 
Punkt ^ enthalten (Lehrsatz 7, § 1, Seite 165). Nun muss B^^ 
durch ij «1 v^ Wj und tg und B/ durch ^ Mü ^s w^ und t^ geben 
d. h. JBj^ ist identisch uiit^g^, identisch mit Ä^. Nach dem 
zweiten Hilfssatze erzeugen daher die Büschel ausser S^ noch 
einen Kegelschnitt K^, welcher die Basispuntte der Büschel 
(A^) und (W) enthält. Demzufolge schneiden eich entsprechende 
Kegelschnitte der Büschel {Ä") und (9t^) nur auf St^, denn K^ 
können sie nicht mehr achneiden, oder die biqiiad ratische In- 
volution wird auf S^ auch durch den Büschel (31^) ausge- 
schnitten. 

Zusatz. Da je zwei Kegelschnittbüscbel, welche dieselbe 
biquadratisehe Involution aus ß^ ausschneiden, einander pro- 
jektivisch sind, so nennen wir auch die biquadratische Invo- 
lution proje/cUvisch zu dem sie ausschneidenden Büschel. 

Projicirt man die Quadrupel tuvw aus einem Punkte 
X von U^, so erhält man eine biquadratische Involution im 
Strahlenbüsche!, welche eine Gerade in einer bi quadratischen 
Punktin volutiou schneidet. 

Definition. Die Kegelschnitte eines Büschels {Ä^), dessen 
ein Basispunkt auf dem Kegelschnitte Ä^ liegt, schneiden Ä^ 
in Tripeln, deren Gesammtheit cubische Involution heisst. 

Lehi'satz 2, Sind u v w die Tripel der mdiischen In- 
volution auf Sf^ und UVW die sie verbindenden Geraden 
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(0" trägt die Punkte v,tü u. s. w.), so hüllen alle Geraden 
ÜVW einen Kegelschnitt ©^ ein. S^ Jieisst der Jnvolutions- 
Ic&ielscbiiitt der mibisdien InvoluHon. 

Sei g dei Basispunkt von (Ä^, der auf S^ liegt, und 
h, i, k seiea die drei übrigen, ^die Gerade, welche i, h ent- 
hält. Der Kegelschnitt A^ möge in dem Tripel uvw sclmei- 
den, und es sei x der Schnittpunkt von gn mit H und x' 
der von U mit H. Dann sind x x' ein Paar der Involution auf H, 
welche der Büschel (^i^^^) auf ihr ausschneidet (Seite 133). Da 
nun alle Kegelschnitte des Büscliels (^1^) die festen Punkte 
i, Ji enthalten, so beschreiben xx' die Paare einer Involution 
auf S. Da dasselbe für die Schnittpunkte y, y' von gu und 
Ü mit hh = J gilt, 80 beschreiben x', y' auf KnaA / pro- 
jebtivische gerade Gebilde, indem 'x und y perspektivisch 
liegende Punkfcreihen durchlaufen. JJ ^x' y' hüllt daher einen 
Kegelschnitt ©^ ein, der auch II, J und K = ih berührt. 

Folgerung. Die cubisehe Involution hat vier Deck- 
punkte: die Berührungspunkte der gemeinachaftlichen Tan- 
genten von ©^ und W auf ^^ 

Lehrsatz 3. Die mische Invohition mtf Ä^ Iccmn a/us- 
geschnüten werden durch wnendlich viele KegelsdinitHüschel, v<m 
deren Grundpunkten einer auf S* tmd einer « der Ebene mll- 
Mrlich gewählt werden kann. 

Denn seien % «j w-^, itj %% zwei Tripel der Involution 
ausgeschnitten durch die Kegelschnitte A-^, A^, welche auf 
S^ den Punkt g gemeinschaftlich haben, so lege man durch 
den willkürlichen Punkt g von ^^ und () der Ebene den 
Kegelschnitt SI^^, welcher Mj v^ w^ und 'ü^, welcher Mg v^ w^ 
enthält. Danu sehneidet der Büschel (^^ %^) auf ®^ eine 
cubisehe Involution aus, deren Involutionskegelschnitt mit ©^ 
die sechs Tangeuten U-^, V^, W^, ü^, F^, W^ gemeinschaftlich 
hat, mit ihm also identisch ist. Daher ist auch die cubisehe 
Involution, welche der Büschel (9tj^ Stj^ aus S* ausschneidet, 
identisch mit der, welche {Ä") ausschneidet. 

Zusatz. Die cubisehe Involution heisst projektivisch zu 
dem sie aus seh neidenden Kogelschnittbüschel. Projicirt man 
die Tripel uvw aus dem Punkte x von S^, so erhält man 



y Google 



178 ni- § 4. Cnbische Involution. 

eine cubische Involution im Strahlenbüschel,. die von einer 
Geraden in einer cubischen Punktiüvolutiou geschnitten wird. 

Lehrsatz 4. Liegen von den Basisptmhten eines Büschels 
(A^) stoei auf ämn Kegelschnitte S^ avf der Geraden ^, die 
anderen mögen auf D liegen, so schneiden die Kegelschnitte A} 
am S^ mne quadratische Involution «mSj deren Pol p auf D 
liegt. (Die quadratische Involation ist die von uns stets blos 
als Involution bezeichnete, welche hier nur zum Unterschiede 
von den cubischen und biquadratischen so genannt werden 
möge.) 

Denn sei Ä die Gerade, welche die zwei Schnittpunkte 
von Ä^ und S!^ trägt, die nicht auf ^ liegen, so schneiden 
A und ^ die Gerade D in zwei Punkten p,ß, welche ein 
Paar derjenigen Involution sind, die der Büschel {A^ ff^) auf 
D ausschneidet (Seite 133). Da aber A^ stets dasselbe Punkte- 
paar von D enthält, so ist die Involution durch A^ und S^ 
festgelegt, also auch der Schnittpunkt p der Geraden A; da 
p fest bleibt. 

Znsatz. Die quadratische Involution, welche der Bü- 
schel (A^) aus fi^ ausschneidet, ist projektivisch zum Kegel- 
schnittbüschel, 
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CflrTen dritter Ordnung. 

§ ]. Erzeugung der Ourven dritter Ordnung. 

Dtiflnltlon. Das Erzeugnis , eines Kegelschnittbüsehels 
und eines ihm projektivisehen Strahleubüscbela ist eine Oarve 
dritter Ordnung. 

Die Curve dritter Ordnung C^ geht durch die Basis- 
punkte des Kegelschnittbüsehels und den Seheitel des Strahlen- 
bttsehels. Dieser hei s st Gegenptnht der Grundpunkte des 
Kegelschnittbüsehels. Die Tangente der C im Scheitel (J des 
Strahlenbüscbeia ist jener Strahl von (p), welcher dem Kegel- 
schnitte des Büschels (Ä^) entspricht, der durch p geht. Ist 
a einer der Grundpunkte des Büschels {A?), so berührt der 
Kegelschnitt des Büschels {Ä"), welcher dem Strahle pa ent- 
spricht, in a die C^. 

Hilfssatz. Sind o., b, c, fa vier feste PmiMe der Ebene 
^> ßi f) ^ ifgettd welche vier feste Elemente eines einfachen G-e- 
bildes {Gerade, BUschet), so ist der Ort des Funhtes p, für den 
p (a h c b) A l^ßy^l ^^ ^m Kegelsdmitt ^* dwdi o , 6 , c, b. 

Denn ist p' irgend ein Punkt, der der Bedingung ge- 
nügt, und ^^ der Kegelschnitt durch a, 6, c, b, p', so wird 
für jeden Punkt p von ^^ die Beziehung 

p(abcb) Ai''(aficb) A 1«^!'^! 
stattfinden. !p^ ist aber durch seine Tangente in einem der 
Punkte z. B. a bestimmt^ denn ist t ein Punkt derselben, so 
muss a(tticb)A|«(5y^l sein. 

Lehrsatz 1. Soll eine Cmve dritter Orämmg C^ diirch 
die acht Punlcte a, b, e, d, a, h, c, b gehen, so ist der Ort des 
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Gegmp,inktes p für dm Büschel {Ä'') der Kegelschnitte durch, 
a, b, c, d ein Kegelschnitt ^^ des Büschels (SC^) ämcli a, 6, c, b. 

Denn sind Aa, -^s^, ^c^, ^»^ die Kegelschnitte des Bü- 
schele {Ä^), welche durch a, 6, C, b gehen imd p der Gegen- 
punkt von {ah cd), so mu.ss 

tj(abcb) A (A'^t'^.' A') 
sein, d. h. der Ort von ^ ist nach dem obigen HilfasatKe ein 
Kegelschnitt Sß^ des Büschels Sl^. 

Ist F eine der Geraden, auf welchen {Ä^) und (31^) die- 
selbe Involution ausschneiden, f der Punkt, durch den die zu 
F eonjugirten Sekanten gehen (ßap. VlI^ § 3), wobei f nicht 
auf -Fliegen möge, so geht^^ durch f. Denn die Kegelschnitte 
der Büschel (A^ und (2t^) sind projektivisch zugeordnet dem 
Strahlenbüschel (f) , wenn man entsprechend setzt die Sekante 
durch f und die beiden Kegelschnitte von {Ä^) und (91^), die 
sieh auf ihr schneiden (Zusatz zu Lehrsatz 1 des § 3, Kap. VII). 
Daher ist 

/(a&cb) A (A^A'A'A'), 
also nach obigem auch 

/■(afecb) A»j(Ql'cb), 
d. h. der Punkt f liegt auf ^^ 

Analog liegt für den Büschel (31^) durch abeb der Gegen- 
punkt p für die Cur?en ©* durch a, h, c, d, a, b, c, b auf dem 
Kegelschnitte P^ des Büschels (A^), der durch f geht. 
12. Durch Vermittlung von f und ^^ kann nun zu jedem 

Strahle X von (p) der Kegelschnitt von {A^), welcher ihm 
entspricht, folgen der massen construirt werden. Ist g der 
Schnittpunkt von X mit ^% so ziehe man /g, und der Kegel- 
schnitt A^, welcher dem Strahle /'g in der projektivischen 
Beziehung zwischen (f), (A") und (Sl^) entspricht, sehneidet 
X in den beiden Punkten von C*, welche auf X liegen. 

Zusatz. 1. Der Kegelschnitt P^ des Büschels (A^), 
welcher durch /'geht, schneidet nach Lehrsatz 1, § 3, Kap. VII, 
Seite 170 den Sp^ auf F in den Punkten */, h und noch in 
einem Punkte e = e. 

Der Pimlct e = t liegt auf allen Ctvrven C^, deren Gegen- 
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pimM p aufS^^ liegt Denn dem Strahle p e von (p) wird immer 
der Kegelschnitt P^ von (Ä^) entsprechen, Ist daher p der 
Schnittpunkt von p e mit P^, so geht C^ durch p. Ebenso 
geht die E^, deren Gegenpunkfc ffir don Büschel (W) der pLinkt 
P ist, durch p. 

2. Ausser den sechs Punkten a, 6, c, b, p, e gibt es auf 
5ß^ keinen Punkt, der C^ angehört. Denn wäre j ein solcher, 
so müsste /*£ Sekante zweier Kegelschnitte ^4^^, ^^* sein, die 
sich auf F schneiden. Da aber Si/ mit ^^ identisch ist, so 
muss A:^? mit P^ zusammenfallen , also kann j nur in e liegen. 




Lehrsatz S. Uie Curve G^, u ficht ei::eiigt iviwäe durch 
d&t Streihleniiüschd (p) y\ {Ä^), i^fmn aucJi erzeugt werden dv/reh 
den, Büschel (JF) und einen dam pojekUmschen Kegelschniü- 
büschel (W), von dessen Gnmdpimicten drei a,b, c zvillUirlich 
cmf C^ gewählt werden können. 

Natürlich wird vorausgesetzt, dass a,b, C nicht auf einer 
Geraden liegen. Denn sei Ä^ ein Kegelschnitt von (A^), 
welcher den Strahl Q von p in x, x' schneidet, und W sei 
der Kegelschnitt durch x, x', a, b, c, der J? noch auf der Se- 
kante P" treffen soll. Ist dann (31^) der Büschel durch o, b, c, 
welcher auf P dieselbe Involution ausschneidet wie [A?], so 
ist der Schnittpunkt f der conjungirten Sekanten der Kegel- 
schnitte von (J.^) und (91^), welche sich auf If schneiden, 
mit p identisch. Denn da 

p(abc)A {A^A{'A?)r.f\^'^^) 
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ist, so wäre auch 

))(abc)Af(a*£), 
und da /jedenfalls auf ^5 Hegen muss, so wären die Büschel 
(p) und (f) perspektivisch, denn g ist der gemeinschaftliche, 
sieh selbst entsprechende Strahl beider. Die drei Punkte 
a, b, C müssten aiso auf einer Geraden liegen. 

Zu dem Erzeugnisse der Büschel {A^) A (31^) gebort 
ausser G'^ noch die Gerade F, und man sieht, dass der viei'te 
Basispuukfc b von (^^) auf C^ Hegen muss. 
E, Lelirsatz 3. Eine beliebige Gerade X, welche durch dm 
Punkt e = t geht, mrä von der Gesammfheit der Curven, welche 
den Gegenpunkt p von (J?) auf ^^ haben, in einer Involution 
geschnitten, die projekUmsch ist eu dem krummen Gebilde, wel- 
s Jj auf 3ß^ 'beschreit. 




Zum Behufe des Beweises bestimmen wir vorerst die 
Schnittpunkte der (J^ , welche dem Punkte p entspricht, mit JC, 
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Dieselben sind die zwei noch fehlenden Doppelpunkte des ge- 
raden Gebildes und der ihm projekti vi sehen Involution auf X, 
welche (p) und {A^) darauf auaaelineiden. Einer der Doppel- 
punkte ist nämlich e = c. Frojicirt man zu diesem Zweck 
das gerade Gebilde und die Involution aus f auf ^^, so er- 
hält man in i den Pol <ler letzteren, und es wird (i) 7\ {f)- 
Der Kegelschnitt S^, welchen diese Büschel erzeugen, geht 
auch durch e = e und f und schneidet Sß^ noch in zwei 
Punkten, welche aus /"auf X projicirt die zwei Schnittpunkte 
von 0^ bilden. 

Seien a, i zwei der Basiapunkte des Büschels (91^), wel- 
cher mit (A^) auch die C erzeugt (Lehrsatz 2), so mögen 
pa, pi die X in a'^ß' sehneiden, und dieKegelscbnitte A,^, A^ 
sollen auf X zwei Paare bestimmen, welche auf Sß^ projicirt auf 
den Strahlen %, 33 von (i) liegen. Schneidet dann fß', fct' den 
Strahl % resp. 58 in /i und «, so ist S^ durch «, ß^ i, e, f 
bestimmt. Durchläuft nun p den Kegelschnitt !ß^, so be- 
schreiben «' und ß' auf X zwei projekti vi sehe gerade Ge- 
bilde, also beschreiben auch a und ß auf Sl und 5ß zwei 
projekti vische gerade Gebilde und der Kegelschnitt ß^ durch- 
läuft einen Kegel schnittböschel. Denn sind «„, ^^ die Schnitt- 
punkte von fe mit St, S, und a^, /Sj die Sehnittpmikte eines 
zweiten Kegelschnittes ^^ mit 2t, 58, so wird der Büschel 
(K^Si^) sowol 31 als 58 in zwei projektivischen geraden Ge- 
bilden schneiden (Kap. VII, § 1, Lehrsatz 1, Seite 160), deren 
entsprechende Punkte a a^ a^ und ß ß, ß^ sind, die also iden- 
tisch sind mit den Gebilden, welche man durch Projektion 
von a' resp. ß' aus f auf 81 und 58 erhält. 

Der Büschel {Ä^} schneidet daher $^ in einer Involution 
(Lehrsatz 4, Kap. VII, § 4, Seite 178), welche aus f auf X 
projicirt die Schnittpuaktepaare der C^ mit X liefert. Nach 
dem Zusätze desselben Lehrsatzes ist die Involution projek- 
tiviseh zu dem Kegel schnittbüschel ()S^), also auch zu dem 
geraden Gebilde, das a auf 31 oder a' auf X beschreibt, daher 
auch projektivisch zum krummen Gebilde, das p auf ^^ 
durchläuft. 

Zusatz, Die Curven ß^, welche man erhält, wenn p als 



y Google 



184 Vm. § 1. Curven drittor Ordiiaug, 

Gegeopunkt des Büschels (91^) den Kegelschnitt P* durch- 
läuft, schneiden X in derselhen Involution [X], wie die 
Curven C^. 

Denn sind p,,, (Jq die Schnittpunkte von P^ und $^ mit X, 
so ist Pß pg ein Paar von {X], da die C\ welche % ent- 
spricht, durch Pf) geht und umgekehrt. (Zusatz 1 zu Lehrs. 1.) 
Die Curve C^, welche man aher erhält, wenn p nach f rückt, 
ist identisch mit der ^^, welche erhalten wird, wenn p auf f 
fällt (Lehrsatz 2), sie schneidet daher X in einem zweiten 
Paare der Involution {X]. 

Lehrsatz 4. Jede Gurse dritter Ordmmg C^, tvelche er- 
seugt wwd durch den EegelschnitUmsckel {A^ und dm ihm pro- 
jektwischm Sirdhlenbüschel (p,), Icann auch erseugt werden durch 
einen Kegelschnitthüsckel (St^), dessen Basispmtkte a, B, c, b 
auf C/ wülkürlich ge^vählt werden "können, deren Gegenpunkt p^ 
dann vollständig liestimmt ist. 

Hat man ö, i), C, b auf C,' willkürlich gewählt, so be- 
stimmt der Kegelschnitthüschel (21^) durch diese vier Punkte 
mit (Ä^) zusammen die Gerade F, auf welcher beide dieselbe 
Involution |^| ausschneiden, und den ihr entsprechenden 
Punkt f. Der Punkt p, liegt nach Lehrsatz 1, Seite 179 auf 
dem Kegelschnitte ^^ des Büschels (21^), der durch f geht. 
Der Kegelschnitt P^ des Büschels (A^) durch /'schneidet dann 
^^ ausser auf F noch in dem Punkte e = e. Sei X eine 
durch e = e gehende Gerade und q, r die Schnittpunkte von 
CjS mit Z, also ein Paar der Involution {Xj. 

Denkt man sich nun die Curven ß^ erzeugt durch den 
Büschel {%^) und ihren Gegonpunkt^ auf P^, so möge durch 
das Paar q, r von |X) die Curve S,^ gehen, deren Gegen- 
punkt pi auf P^ bestimmt ist. Lässt man nun q, r die In- 
volution {X\ durchlaufen, so beschreiben p, und j)j zwei zu 
einander projektivisehe krumme Gebilde aaf ^^ und P^ 
Projicirt man beide aus e=t, so erhält man zwei projekti- 
visehe Strahlenbüschel e(pj) und e(^j), welche in 

tf= ef, tg = eg, eh = eh 
drei Deckstrahjen haben, also coi'ncidiren, d. h. der Punkt j)[ 
ist der Schnittpunkt von ef)^ mit P^. 
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Halten wir nun C,* fest, also auch p^^ und p^, da t\),Pi 
featbleibt, so möge C^^ die Strahlen X^, X^, X^, ... durch 
ß = e in den Paaren gi/i, C[2^s> 9's^aj ■■• schneiden, dann 
schneidet auch S^^, welche erzeugt wird durch den Büschel 
(W) A (Pi); alle die Geraden in denselben Punktepaaren, 
d. h. (5,^ ist identisch mit Ci^, wodurch der I'undamentalsatz 
Über die Erzeuguug der Curven dritter Ordnung bewiesen ist. 

Folgenmgen. 1. Wird die Ourve C^ erzeugt durch den 
Büschel (.4^) 7\ (P)) so kann sie auch erzeugt werden durch 
den Büschel (%^) J\ (p), wobei von dem Büschel (3t^) drei 
Basispunkte a, "b, c und der Gegenpunkt p auf C* willkürlich 
gewählt werden können. 

Denn ist P^ der Kegelsehniit des Büschels (A^), der 
durch p geht, und schneidet pp den F^ in e = t, so ist 
durch p, e, tt, 6, C der Kegelschnitt ^^ bestimmt, welcher 
P^ noch in /, p, Ä schneidet. Der Büschel (W), welcher 
durch a, 6, c geht und auf gh = F dieselbe InTolution aus- 
sehneidet, wie (Ä^), erzeugt mit (jt) die C^. 

3. Sind a, h, C, b irgend vier Punkte von C^, so gehört 
ihnen ein bestimmter Gfegenpunkt p zu, Ist x ein Punkt von 
C^, so schneidet px dieselbe noch in x' und a, 6, c, b, x, x' 
liegen auf dem Kegelschnitt %x ^ d, h. ein Kegelschnitt kann 
C nur in secÄs Punkten schneiden, 

Sind die sechs Schnittpunkte eines Kegelschnittes mit C^ 
bestimmt, so schneidet die Verbindungsgerade irgend zweier 
die C in dem Gegenpunkte der vier übrigen. 

3. Jeder Kegelschnitt S?^, der durch drei Punkte a, b, C 
einer C^ geht, schneidet dieselbe noch in drei Punkten, Ton 
denen wenigstens einer reell ist. Zwei können conjuogirt imagi- 
när sein. Denn nimmt man a, b, c zu Hauptpunkten einer Stei- 
ner'schen Verwandtschaft an, so wird die Q^ wieder in eine 
©^ verwandelt, die durch a, b, C geht Denn wird G^ er- 
zeugt durch (5!l*) A (p)! wobei (St^) drei der Grundpunkte in 
a, b, C hat, so wird dem Kegel schnittb fischet in der Steiner- 
scheu Verwandtschaft ein Strahl enbüschel (fi) entsprecheUj 
dem Strahlenbüschet (^) ein Kegelschnittbüschel (^1^) durch 
0, 6, C, und es wird (^4*) A (p) ß^in. Diese erzeugen die S^ 



y Google 



186 YIII. g 1. Curven dritter Ordnung. 

Dem Kegelschnitte B'^ wird eine Gerade G entsprechen, 
welche S^ in täeu drei Punkten schneidet, die B^ mit C ge- 
meinschaftlich hat, 

Lelirsatz 6. Zieht man von einem Funkte t der Ehme 
Tangenten an die Kegelschnitte C^ eines Büschels (C), so ist 
der Ort der Serühmngs^nkte eine Gitrve dritter Ordnung C- 

Denn ist t der conjugirte Punkt von t für alle Kegel- 
schnitte des Büschels (0^) , so ist der Ort auch das Erzeugnis 
des Kegelschnittbüschels (C^) und desx ihm projektivisehen 
Polarenbüschel (t). 

Die C^ geht durch t und berührt daselbst den Kegel- 
schnitt C? des Büschels, der durch t geht. Auch die Grand- 
punkte des Büschels (C^) liegen auf C^, und die Geraden, 
welche sie mit t verbinden, berühren die C^ in ihnen. 

Lehrsatz 6. Von einem Funlite t der 0^ gehen höchstens 
vier Tangenten an dieselbe, Ihre BerührungspunMe li^en mif 
einerih Kegelschmitt C? , der die C in t berührt. 

Denn wird C durch den Büschel {B^) J\ {t) erzeugt, so 
sei r der zu t in Bezug auf den Büschel (B^) conjugirte Punkt. 
Dann erzeugen die projektivisehen Büschel (t) 7\ {"t) einen 
Kegelschnitt Ct' , der durch t geht und die Gerade T von (i) 
berührt, welche dem Strahle t t von (i) homolog ist Da 2' 
auch dem Kegelschnitte B? des Büschels (JB^) entspricht, so 
ist T Tangente von G^ und 0^ in (. (Vergl. den Anfang 
des § 1.) 

Ist nun a ein Schnittpunkt von Ct' mit C^, so muss die 
Gerade ta ia a von dem Kegelschnitte B^ berührt werden, 
da xa Polare von t für J5/ ist. Dalier schneidet ta die C" 
in a in zwei zusammenfallenden Punkten. Aus Folgerung 2 
zu Lehrsatz 4 folgt, dass es nur vier solche Punkte a geben 
kann. 

Der Kegelschnitt G? heisst conische Folare des Punktes t 
fiir die Curve dritter Ordnung G^. Schneidet der Strahl X 
durch t den ihm entsprechenden BJ' in den Punkten m, v von 
C und Ci^ in |, so ist [iMlf] ein harmonisches Quadrupel; 
denn t^ ist die Polare Von t für Bi,^ 
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§ 2. Der Curvenbüschel dritter Ordnung. 

Delluition. Die Gesammtlieit der Curveu dritter Ord- 
nung, welche durch acht Piinkie gehen, von denen keine vier 
auf einer Geraden liegen, heisst CurvenbUschel dritter Ordnung. 

Lehrsatz 1. I>ie Curveu eines Büschels gehen alie dwch 
einen neunten festen Punkt, der durch die acht angenommenen 
bestimmt ist. 

Denn seien a, h, c, d vier solche Punkte, von denen 
keine drei auf einer Geraden liegen, und 0, 5, c, b eben solche 
vier von den acht angenommenen Punkten, so kann irgend 
eine durch «, h, c, d, 0, 6, c, b gehende C^ erzeugt werden 
durch den Kegelschnittbüsehel {-A?'), dessen Grundpunbte 
a, b, c, d sind und einen dazu projektivischen Strahienbiischel 
(()), dessen Seheitel p auf einem bestimmten Kegelschnitt 5ß^ 
des Büschels (?t^) durch a,ti,C, b liegt. 

Ebenso kann aber C erzeugt werden durch den Büschel 
(S(^) und einen dazu projektivischen Strahlenbüschel (p), 
wobei p auf einem Kegelschnitt P^ von (J.^) liegt. Die Ge- 
rade p)f geht dann durch einen Schnittpunkt e ^ e von ^^ 
und P^, ' der auch auf C^ liegt. Dieser Punkt e = e liegt 
mithin auf allen Cnrven des Büschels, 

Zusatz. Ausser den neun Grundpunkten des Büschels 
haben die Cui'ven keinen Punlrt gemeinschaftlich. 

Denn wäre q ein solcher, den C^ und C^^ gemeinschaftlich 
hätten, der nicht auf Sp^ liegen kann (Folgerung 2 zu Lehr- 
satz 4, § 1, Seite 185), so möge p2 den 5ß'' in g und piä' 
den Sp* iu g, schneiden. Dann müssten fg und fQ^ die Se- 
kanten der Kegelschnitte Ä^, %^ sein, was unmöglich ist, 
da sich diese Kegelschnitte auf F schneiden müssen. (Con- 
struktion der C^ auf Grund des Lehrsatzes 1, Seite 180.) 

Folgei'Ungeü/ 1. Zwei Curven dritter Ordnung können 
einander höchstens in neun Punkten schneiden, 

3. Die nei.m Grundpunkte eines Büschels sind vollständig 
gleichberechtigt. Jede C, welche durch irgend acht von ihnen 
geht, enthält auch den newntem. 

3. Durch irgend einen Punkt x der Ebene geht eine 
bestimmte Curve 0/ des Büschels (C^). Der ihr entsprechende 
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Punkt p auf ^^ wird so bestimmt. Für die Curve, welche 
durch den Büschel (^Ä^) erzeugt wird und durch 6, C, b, x 
gehen soll, liegt der Scheitel des zu dem Büschel (Ä^) A Qi>') 
auf dem Kegelschnitte ^'^ durch 6, C, b, x, so dass 

p'(fecba;) A (Ab^ At" Äi>' AJ) 
ist. Schneiden einander S|J^ und ^'^ ausser in B, C, t) noch 
in !p, so wird für diesen Punkt sowol 

p(a6cb) A(^a'^&'^cMi^), 



als auch 
daher ist 



^ (i c b a;) A {Ai^ A,^ Jt,^ A/) 



V(abcba:) A (V^bMcMi,M/), 
d, h. die C, welche die projektivischen Büschel (p) und (^^ 
erzeugen, geht durch x und gehört dem Büschel an. 

4. Durch neun Punkte, von denen keine vier auf einer 
Gferaden liegen, ist eine Curve dritter Ordnung im Allge- 
meinen bestimmt. 

Denn nimmt man acht Ton denselben zur Beslimmimg 
eines Büschels (C^), so geht durch den letzten eine Curve 
des Büschels, Nur wenn dieser mit dem «etmfen (rrundpunkt 
des Büschels zusammenfiele, würde die C^ nicht bestimmt sein, 

Dßfinition. Der Curvenhüs^J heisst projeMivisdt sv dem 
hrummen Gebilde, das p auf $^ oder p auf P^ beschreibt 

Lebrsatz 2. Mne Gerade, welche zwei Qrundpufikte des 
Büsdiels enthält, wird von den Chtrven des Buscheis (0^) in einem 
m demselben projekHvischmi geraden Gebilde geschttitten. 
1. Es möge G die Basispunkte a, e tragen und 3; sei der 

dritte Schnittpunkt der C*, welche dem Punkte p von 1ß^ 
zugehört. Wir eonstruiren den Punkt x, indem wir die beiden 
projektivischen geraden Gebilde, in welchen G von (Ä^ und 
(p) geschnitten wird, aus f auf $^ projiciren. Schneidet 
Aa^, Ai,^ die G iu %, i^ und pa, ph die G in 0', V, ao sind 
a'Ooj ^'Kj ßS ^*'^i ^^^'' entsprechender Punkte der geraden 
Gebilde auf G, und wenn fOa, f\, fa, fb' den ^^ in a, ß 
«', ß' treffen, so mögen sich ßa', aß' iu t schneiden, dann 
ist et = T die Vervollständigungsaxe der krummen projekti- 
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visehea Punktreihen auf ^\ Ist § der Schnittpunkt von ^ß^ 
mit T, so schneidet f^ die G in sc. 

Durchläuft nun C^ den Büschel, p also ^^, so beschreiben 
fl' und h' auf G, also auch «', j3' auf ^^ zu einander pro- 
jektivisehe Punktreihen, also durchläuft t einen Eegelschnitt 
durch K, ^, f, e, mithin beschreibt ei einen zu p projek- 
tivischen Strahlenbüschel, daher durchläuft auch ^ auf ^^ 
und a; auf G eine zu p projektivische Punktreihe, die mithin 
auch zum Curvenbiiachel (0^) projektivisch ist. 




Zusatz. Da P^ die CJ noch in p, dem Gegenpunkte TOn 
a6cb schneidet, so ist x der Gegenpunkt von icdp för 
die Cp'^ und man kann daher obigen Lehrsatz auch so aus- 
sprechen: Sind a, i, c, ä, a, b, c, b, e netm Grimdpwthte eines 
Büschels (0^) tmä p der Gegenpunlct von abcb fm- eine Gurve 
G^, so durchläuft der GegenpunM x des Quadrupels icdp das 
gerade Gebilde ae, welches ^um Büschel (0^) projektivisch ist. 

Lehi'satz 3. Der Curvenhüschel (C^) schneidet eine durch 
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etnm setna Gtunilpur)]cte gehende Ge) adi vi unpt cu ihm po 
jektivtbchen Inioluhon 

Der Beweis folgt aus der Defimtjon dei Pi oiektivitat 
im Büschel (C^) mit ßücksicht auf deii Lehrsatz 3 des § 1 

lehrsatz 4. Em ChMvetHmbckel (C) schneidet mie Ge 
taäe G dei Ebene m eimr zu ihm prcjekti^ischm adnsehen In 
vohdion 
i5 Es sei Sp «lei Oit der Ge^enpunkte p des Quadiupels 

abcä der GiundpunLte 7on [C ) Wii bestimmen die Schnitt 
punkte der Cj" mit G, welcher der Punkt pj zugehört. Zu 
dem Ende projiciren wir die Punkte a, fi, c aus pi auf G 
und bestimmen auch die Schnittpunkte ^„^^46^^^^^ mit G. 
Dadurch ist die Projektivität zwischen der Involution [G], 
die (^A?) auf G ausschneidet und dem geraden Gebilde, das 
(p) auf G bestimmt, festgelegt. Um die Doppelpunkte zu 
bestimmen, projiciren wir beide Gebilde von G auf einen 
Kegelschnitt S aus dem Punkte g desselben, a, h, C mögen 
sich nach a, ß', y' projiciren, und %, S, S seien die Strahlen 
von (r), welche die drei Paare der Involution [G] tragen, 
in welche die Schnittpunkte von Ä^^, A^^, Ac^ mit G sich pro- 
jiciren. DieBüschelß(o:'|3' y') A (St^S) erzeugen einen Kegel- 
schnitt K^, der durch g geht , und §t noch in dem Tripel «j v^ w^ 
schneidet, das aus g auf G projieirt die drei Schnittpunkte 
von C,^ mit G liefert. 

K'^ ist durch die Schnittpunkte a von ga' mit 9(, ß von 
gß' mit SB und y. von gy' mit S, sowie g und t bestimmt." 

Durchläuft nun p^ den ^^, so zeigen wir, dass K^ einen 
Büschel beschreibt. Denn k, ß, y beschreiben auf S(, 58, E 
zu einander piojektivische gerade Gebilde, in denen der Schnitt- 
punkt i nicht allen dreien gemeinschaftlich ist. Es hüllen 
nun die Geraden aß und ßy zwei Kegelschnitte ein, die S8 
ZU! gemeinschaftlichen Tangente haben. Sie haben daher 
noch wenigstens eine reello gemeinschaftliche Tangente T, 
die nicht duich r gehen kann Sie geht aber auch nicht durch ^. 
Schneidet sie 91, f8, Q m a^ /3g y^ 6o entsprechen diese Lagen 
dem Punkte p, auf ^^ und den Projektionen a„, fi^, c,, auf G. 
Schneidet ga , gß , q} die ^ in et,, ß^, y^, so ersieht man, 
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191 



dass K^ auf T die Involution { T] conjugirter Pole besitzt, 
welche den proj ekti via chen geraden Gebilden |ki/5,}'i| A koA^ol 
adjungirt ist. Da diese die Projektion der Polinvolution von 
^^ auf G ist, indem | a^ bj q | sich nach | a^ ft y, \ und | Oo 60*^0 1 




nach I «0 /5(, y^ \ projieirt, so ist { T] unabhängig von der 
Lage von p, also auch von K^^ und alle K^ gehen daher 
durch ^,x und die Decfepunkte von [T] bilden daher einen 
Büsche]. Mithin durchlaufen Kvtv auf ^^ eine zum Büschel 
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(6'^) projektiv! sehe cubische Involution, da der Böscliel (K^) 
projektivisch ist zur geraden Punktreihe \cc\ und diese zum 
krummen Gebilde, das p auf 5ß^ beschreibt. 

Folgerung 1. Im Biisehel (C^) sind vier Curven, welche 
eine Gerade G berühren. Folgerung zu Lehrsatz 2 des 
Kap. VII, § 4. 

3. Der Büschel (C^) schneidet einen Kegelschnitt ^\ 
der durch drei seiner Grundpunkte geht, iu einer cubischen 
Involution. Der Beweis ist genau so zu führen, wie in Folge- 
rung 3 zu Lehrsatz 4 des § 1. 

Lehrsatz 5. Der Büschel (C^) ist projeMivisch smn 

Tangentmbüschel der Cttrven in einem der Basispunkte. 

••■ Denn ist a der Basispunkt, so ist die Tangente von C* 

in a die Tangente des Kegelschnittes A^^ von (A^), welcher 

dem Strahle !pa von {p) entspricht. Ist (St^) der zweite 




Büschel, welcher mit (p) dieselbe C" erzeugt, und ^^, P^ die 
früher näher bezeichneten Kegelschnitte, so erhält man den 
Kegelschnitt A^^ nach Lehrsatz 1 des § 1, indem man den 
Schnittpunkt g von ^a und ^^ mit f verbindet und /"g und 
F als die zwei Sekanten zweier Kegelschnitte von (A^) und (W) 
annimmt. Der so bestimmte Kegelschnitt von (AP) ist der 
Afj^, welcher den zu f(g) projektiv! sehen Büschel (-4^^) be- 
schreibt. Dieser ist zu seinem Tangentenbüschel («), also auch 
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zum krummen Gebilde g und p auf $* projektivisch. Mithin 
ist auch (a) projektivisch zum Cnrvenbüschel (C*), 

lelirsatz 6. Sahen zwei Gurvm C^, G^ sieben JPunläe 
gemeinschaftlich, so schneiden sie sich noch in swei IkwiJcten. 

Sind a, b, c, d, a, ft, c die sieben Puiiktej (Jj, jJ^ die 
Gegeiipunkte für C^, C^ von abcd, so ist 

Ist ^^ der Kegelschnitt durch a, 6, e, pj, pg, so hat dieser 
mit Cj^ ausser a, b, c, p^ noch zwei Punkte u, v gemeinschaft- 
lich, daher ist 

V,{aicuv) A p,(a6cMtf),. 
weil pi und p2 ^^f W liegen. Da aber u, v Punkte von C/ 
sind, so ist 

\>,{abcuv) A {A,'Ai,'J,^AJJJ), 
also auch 

%(a^cuv) A {Ä,Ut,^A,'AJA/), 
d. h. ?(, w liegen auch auf Cg'. 

Folgerung. Alle Curven dritter Ordnung, welche durch 
sieben Punkte gehen, schneiden eine unter ihnen, G^^, in den 
Punktepaaren uv, deren Verbindungsgerade uv durch einen 
festen Punkt j)^ von C^^ geht. Denn ist pj der Gegenpunkt von 
abcd für 6\^ und q, b, c die drei übrigen Punkte, so schneidet 
^^, durch a£i Cpi gehend, die (7/ noch in «, v, und der dritte 
Schnittpunkt p, von mi? mit G^^ ist der Gegenpunkt von 
a b C p, für C^*. Da m, v auch auf C^^ liegen und mit dieser 
sich ändern, während 6\', also auch a, 6, C, p, festbleiben, 
so bleibt auch p^ fest. 

§ 3, Sätze über Curven dritter Ordnung. 

I. Satz. Sind a, i, c, d, e, f sechs Schnittpunkte einer 
C^ mit einem Kegelschnitte K^, und schneiden ab, cd, ef die 
C^ noch in a, ß, y, so liegen a, ß, y a/iif einer Geradett. 

Denn a ist der Gegenpunkt von cdef fttr C*, und da 
cd mit ef zusammen ein Kegelschnitt des Büschels durch 
(cdef) ist, so müssen seine Schnittpunkte ß, y mit C^ auf 
einer Geraden durch a liegen. 
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Zusatz 1. Sind a, h, c die Schnittpunkte eiaer Geraden 
G mit C^, und n, 6, c die Schnittpunkte von @, so liegen 
die Schnittpunkte «, ^, j» 'von aa, 6 6, cc mit (7* auch auf 
einer Geraden {?'. 

ZnSiitz 2. Fallen a, a auf C^ zusammen, so wird aa 
die Tangente von C^ in a, und ihr Schnittpunkt a' mit 0^ 
heisst Tangentialpimkt von a, so dass also, vrenn G mit @ coinci- 
dirt, der specielle Satz gilt: Liegen a, h, c auf einer Geraden O, 
so liegen ihre Tangeniial^nkte a', b', c' auf einer Geraden G'. 
1. 3. Satz. Es seien ah, a^ii, 0362 i^^^^ '^^^ Faar Funlite 
der Ebene und a^ der Schmtl^nht von a% mit h\, a^ der 
Schnittpunkt von aa^ imd 66g ^lnd a der Schnittpunkt a^h^, «2 61, 
dann gehen alle Curven dritter Ordnung, welche « 6 ß, 61 a^ 6^ «( a^ 
enthalten, auch durch a. 

Denn sei C irgend eine durch die ersten acht Punkte 
gehende Curve, so liegt der Gegenpunkt von ((üfta^a^) auf 




b da oa u t ' a z a mn en e Fegelschnitt des Büschels 

lur 1 {aha a) st Au ah J lern Grunde liegt aber der 

Ce^enpuiikt auf ab es at aho de Punkt a. 

3 Satz S Z 6 l Funkte einer C^ und geht 

leselb a cl d rcJ ß In '^ch ttx Jf onab und cd, some y, 

den Sei ttp M von ac ä h 1 so haben a und ä denselben 
Tangent (dpu M t 

Denn sei t dei Gegenpunkt von (heßy) für C^, so ist 
cy mit 7jß, ehensocß mit hy je ein Kegelschnitt des Büschels 
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durch (hcßy), also musa die Tangente der G^ von a und von d 
durch t gehen, da a resp. 6 zusammenfallende Sehoittpunkte 
der obigen Kegelschnitte mit C'^ sind. 

Aus demselben Grunde haben auch c und 5 denselben 
Tan genti alpunkt u. 

Solche Punkte, welche denselben Tangentialpunkt haben, 
wollen wir conjitgirte PunJzte der C^ nennen. 

Zusatz 1. Geht die C^ noch durch a, den Schnittpwnht 
mn ad und hc, so haben ahcd denselben Tcmgentialptmjct t, 
und bilden ein Quadrupel von C\ 

Denn auch c, d sind dann conjugivte Punkte von C, 
also muss u mit t coincidiren. 




Zusatz 2. Die Punkte a, ß, y, t bilden in diesem Falle 
wieder ein Quadrupel, denn durch a, b, c, d, t geht die conische 
Polare Cf, welche C^ in t berührt. Ist t' der Tangentialpunkt 
von t, so ist er Gegen p unkt von (abcd), also gehen auch die 
Tangenten von a, ß, y durch f. 

4. Satz. Werden gwei conjugirte Punkte x, g von C^ aus 
einem beliebigen Punkte a wm C^ auf die C^ projictrt, so er- 
hält man wieder gwd conjugirte Punkte t), y. 

Denn ist a' der Tangentialpunkt von a, und x' der von x 
und E, so schneidet a'a:' in dem Punkte y', der Tangentialpunkt 
von 1} ist, weil xaMf auf einer Geraden liegen (Zusatz 2 zum 
1. Satz). Aus demselben Grunde ist aber y' auch Tangen- 
tialpunkt von y^ da ^ay auf einer Geraden liegen. Durchläuft 
a die C^, so beschreiben |/t) ein System conjugirter Punkte 
von 0\ Zu jedem Punkte y gehört ein einziger bestimmter 
Punkt l). 
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Das Paar y l) heisst mittels des Punktes a aus x g 
abgeleitet. Dasselbe bann aus irgend einem anderen Paare 
g^ auch abgeleitet werden, wenn ^j ans x^ abgeleitet wurde. 
Denn wurde 2j aus a:j durch & abgeleitet, so geht C^ durch 
a^E, y\), 0J, fl, b also auch durch den Schnittpunkt c von 
x^ mit ßg nach dem 2. Satze; d. h. s^ ist mittels c aus x^ 
abgeleitet. 

In dem Quadrupel ah cd sind ah, ac, ad drei Paar 
conjugirter Punkte von C^, und jedes Paar gibt Änlass zu 
einem System solcher Punkte. Auf C^ existiren daher drei, 
und wie aus dem Zusätze 2 des 3. Satzes folgt, nur drei Systeme 
conjugirter Punkte. 
B. Folgerung, Der Schnittpunkt o von xy mit j^ liegt 

auf C^ und ist der zu a conjugirte Punkt von C. Denn 
projicirt man x, J aus y auf C, so erhält man in üö zwei 




Gonjugirtc Punkte, die man auch durch Projektion von x'^ 
ans t) auf C^ erhalten muss. 
0, 5. Satz. Projicirt man sämmüiche Paare ampigwter 
Punlite «E von G^ am einem Punhte a der C^, so erhält man 
in a eine Strdhleninvolution. 

Denn schneidet ax, aj in t) und y, so sind y, \) wieder 
ein Paar conjugirter Punkte und der Schnittpunkt a von xy 
mit 5^ ist ein fester Punkt von C^. Ist nun i und ij auf 
ax resp. aj so bestimmt, dass [a3:|t)] und [ayjjj] je ein 
harmonisches Quadrupel ist, so geht §i) durch 0. Beschreibt 
ax den Strahlenböachel (a), so durchläuft | die conische 
Polare C^ des Punktes a, also beschreiben |^ auf 0^ eine 
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Involution, die aus a durch eine Stratileninvolution pro- 
jicirt wird. 




6. Satz. Der Ort des Fünftes p, aus dmn sich drei be- 
liebig gegebene Funht^aare aa, bi, cc durchdrei Strahlen- i^is- 'j 
paare einer Involution projiciren, ist eine Ourve dritter Ordnung 
durch die seclis Pmkte, für welche dieselben drei Paare conjii- 
girter PimJcte sind. 
Seh neiden sich 

h C und il e in a, 
«c und ac in ß, 
ah und ab in y, 



-/-;:'" 




so werden alle Curven dritter Ordnung, welche durch a, a, 
b, i, c, c, ß, y gehen, nach dem 2. Satze auch « enthalten 
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und C^ sei diejenige unter ilinen, welche auch den Schnitt- 
punkt d von ac und ac enthält. Dann haben nach dem 
3. Satze a, a und ebenso e, t denselben Tangentialpunkt 
lind nach dem 4 Satze also auch hh, und zwar gehören aa, 
hh, cc einem System conjugirter Punkte von C* an. Aus 
jedem Punkte p von 6'^ werden daher nach dem 5. Satze 
die drei Paare durch drei Strahlenpaare einer Involution pro- 
jieirt. 

Ea können aber auch auf jeder durch einen der sechs 
Punkte gehenden Geraden nur zwei Punkte des verlangten Ortes 
la. liegen. Betrachtet man nämlich die Schaar der Kegelschnitte, 
welche die Geraden ab, ah, ah, ah berührouj so bilden die 
Tangeuten, welche man von einem Piinkte x an die Kegel- 
schnitte der Schaar zieht, eine Involution, deren zwei Paare 
sea, xa und xb, xh sind (Folgerung 1 zu Lehrsatz 4 des § 2, 
Kap. VI, Seite 141). Soüen nun xc und xt auch ein Paar 
dieser Involution sein, so müssen diese Geraden denselben 




Kegelschnitt der Schaar berühren. Zieht man daher durch c 
irgend eine Gerade G und ist S^ der Kegelschnitt der Schaar, 
welcher G beröhrt, so schneiden die zwei von c an ihn gebenden 
Tangenten die G in den zwei Punkten p^, p^, welche die 
verlangte Eigenschaft haben, also auf dem gesuchten Orte 
liegen. 

Dieser Ort ist mithin viif die Curve dritter Ordnung, 
die oben angegeben wurde. 

7. Satz. Die smmntHchm FunUe x, g, tvelcJte in Bemg 
auf die KegehdinÜte emei Netzes conjv^irte Fole sind, bilden 
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im conßigirter Tunkte emer bestimmten Ourve dritter 
der Kerncurve des Netzes. 

Denn sind aa, &6, cc drei solche Paare, wodurch das 
Netz, also auch alle übrigen Paare a;^ bestimmt sind (Kap. VII, 
§ 2), so folgt aus dem eben bewiesenen 6. Satze in Ver- 
bindung mit dem Lehrsatze 5 des § 2, Kap, VII der vor- 
stehende Satz, 

Zusatz. Seien g, 1), j drei Punkte von C^, welche auf 
der Geraden ® liegen, und x, y, z seien die ihnen conjngirten, 
dann geht ys durch j, xs durch ^ und xy durch j, wie ohne 
Weiteres aus dem Lehrsatze 3, § 7, Kap. III folgt. 

Sei nun [A?) ein Bfisehel des Netzes und S.^ derjenige 
Kegelschnitt dieses Büschels, für den ys Polare von x ist. 
(31^) sei ein anderer Büschel, dessen Basispunkte nicht anf 
K.'^ liegen, dann ist in (SP) ein bestimmter Kegelschnitt ®^ 
vorhanden, für den x Pol von ys ist. Für den Büschel 
(ÄT^S^) ist «1/2 das allen Kegelschnitten desselben coojugirte 
Poldreieck. Denn die Polare von y muss für X^ sowol als 
^^ durch X und ^ gehen, ist also die Gerade 3:1) = »0. 
Ebenso ist x'^ = xy Polare von s für K'^ und il^ 

Ist umgekehrt xys ein Poldreieck eines Büschels im 
Netze, und A? ein nidit in diesem Büschel liegender Kegel- 
schnitt, so achneiden die Polaren von x, y, g für A} die 
Seiten sj/, xs, yx in den drei Punkten g, t), j, welche auf 
einer Geraden & liegen. 

Die C ist also auch der Ort der conjagirten Tripel 
X, y, g der im Netze enthaltenen Büschel. Aus diesem Grunde 
heisst die G^ auch HJripelcurve des Netzes. 

8. Satz. Eine hesUmmte C^ Jcann als Kerncurve dreier 
verschiedener Netse aufgefasst werden. 

Jedes der drei Systeme conjugirter Punkte einer C^ kann 
als das System coujugirter Pole der Kegelschnitte eines Netzes 
aufgefasst werden. 
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§ 4. Das Netz ooniseher Polaren einer Curve dritter 
Ordnung*), 

Sei Zf^ die Tripelcurve eines Kegelsclinittnetzes, welche 
die Gerade G in J, t),ä treffen möge, so bilden die diesen 
Punkten im Netze conjugirten Pole x, y, s ein Poldreieck 
eines bestimmten Büschels (i^^) des Netzes. 3, 2', if , 5"' seien 
die Basispuokte von ißy), welche wir als Quadrupel [3] be- 
zeichnen; dann soll die Gerade G jedem der Punkte g als 
auch dem Quadrupel [§] associirt heisaeu. Jedem Punkte q 
der Ebene ist hiernach eine bestimmte Gerade associirt. 

Iiehrsatz 1. Durchläuft das Qua^ipel [q] einen Nde- 
Jcegelschnitt P^, so ieschreibt die ihm assocürte Gerade G einen 
Strdhlenbüschel (jp). Der Scheitel p desselben heisse dem Netz- 
kegelschnitte F^ mgeordnet. 

Die Quadrupel [gj auf P^ sollen von den Kegelschnitten 
(Äj^ eines Büschels ausgeschnitten werden, dessen Baeis- 
quadrupel [q^] nicht auf P^ liegt. Ist Xf^^gS^y das zu [^o] und 
XiyiiSi das zu [qi] gehörige Tripel, so beschreiben die Kegel- 
schnitte Sj^, welche durch aif^,yf^,0g, Xi,yi,Si gehen (vergl, 
den Lehrsatz 2, Seite 95) einen Büschel (S;^). Denn schneiden 
einander ^^, ^^ ausser in x^j/u^p noch in 7C, so sei Sß die 
Polare von % für P^. Sind dann tt/jt," und Jt/jtä" die Schnitt- 
punkte von ^^ resp. S^^ mit 5ß, so ist sowol juTj'^j" als 
auch jcx^jt^' ein Poidreieck vonP^ (vergl. Zusatz auf Seite 96), 
also sind mj'jtj" uud n^it^' zwei Paare der Involution {$}, 
dieselbe wird von dem Büschel (^j^^/) auf ^ ausgeschnitten. 
Ist Eq der Schnittpunkt von y^s^ mit %, so ist er Pol von 
Xf,ii für P^, da iCgir und j/qS^ auch ein Paar von (^} ent- 
halten. (Vergl. Seite 133.) Mithin sind x^, £0 conjugirt im 
Netze, Sind ebenso Ij^, jo die Schnittpunkte von z^^Xg, x^y^ 
mit ^, so sind auch y^, \ und s^, %^ im Netze conjugirte 
Pole d. h. die Gerade % ist dem Quadrupel [gj associirt. Es 
bleibt daher ^ für alle Paare %f^i fest, diese müssen also 
alle durch %, den Pol von 5ß für P^ gehen, 

*) Cfr. K Upper : Uebei.' geometrische NetEe, Abhaudlniig dei' köfligl. 
böhm. Geselleoliaft VII. Folge, 3. Band, 1889. 
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Der Büschel (K^) bestimmt eine Steiner'sche Verwandt- 
schaft, in welcher dem Punkbe Jt der Punkt p entsprechen 
soll, dann gehen die den S;^ entsprechenden Gi durch ^ und 
sind, wie man leicht erkennt, den Quadrupeln [gj associirt. 

Aiimerkiiug. lat P^ ein zerfallender Kegelschnitt ©S, 
so ist der Schnittpunkt s der Chordalen 8, © in allen Tri- 
peln enthalten, die den [$J zugehören, daher gehen alle Gj 
durch den Punkt §, der s im Netze conjugirt ist. 

Folgerung 1. Jedem Punkte p ist ein bestimmter Netz- 
kegeischnitt P^ zugeordnet. 

3. Der Geraden p^^p^ ist das Quadrupel associirt, in dem 
sich die den Punkten ^^,^3 zugeordneten Kegelschnitte P,^, P^^ 
gehneiden. 

Lehrsatz 3. Sind E?, L^ swei Kegelsthutte des Netses, 
S, l die ihnen mgeordnefen Punkte, so tU die Polare von Ic für 
I? idmUsch mit der Polare von l fiii Ä^ 

Es Bei IP ein dritter nicht im Büschel (K^L^') enthal- 
tener Kegelschnitt und m der ihm zugeordnete Punkt. 
Sind Ä, X conjugirt im Büschel (i^Jkf^)j 
1,1 „ „ „ {M^K^)\s) 

m,iv „ „ „ {K'L')\ 

so ist die Gerade im ^^= K Polare von 'tc für K^ 1 

„ „ ml = i „ „ A „ 7.M b) 

und „ „ lä==M „ „IX. „ mA 

da K dem Basisquadrupel von {Iß'M}) associirt ist u. s. w. 

Daher muss die Polare von h für U durch k gehen zu 
Folge a) und durch l zu Folge b), ist mithin die Gerade 
xX. Ebenso muss aber die Polare von l für K'' durch l und 
« gehen, ist also ebenfalls die Gerade Ik. 

Folgeruug 1. Ist der Punkt S, welcher dem Netzkegel- 
sehnitte K^ zugeordnet ist, bekannt, so findet man den einem 
beliebigen Netzkegelscbuitto X^ zugeordneten Punkt x, indem 
man von /c die Polare X für X^ bestimmt, wodurch dann x 
als Pol von X. für K? sich ergiebt. 

3. Beschreibt K^ einen Büschel (^^), so durchläuft der 
zugeordnete Punkt k ein zu (X^) projektivisches gerades Ge- 
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bilde auf der Geraden G, welche dem Baaisquadrupel von (K^) 
associirt ist. 

Dass h auf G Hegen muss, ist ohne Weiteres Idar. Sei 
/iTy^ ein fester Kegelschnitt des Büschels, k^ der ibni zugeord- 
nete Punkt und «„ der hf, im Büschel (K^ conjugirte Pol. 
Dann beschreibt die Polare K von Jc^ für den variablen 
Kegelschnitt K^ den zu {K^) projektivischen Strahlenbüschel 
(xd) und die Pole h von K für Kq^ beschreiben daa zu (»(,), 
also auch {K^), projelrtivische gerade Gebilde auf G. 

Amnertimg. Da die Pole der Strahlen K von (x^) für 
Kf^^ auf G liegen, so ist G Polare von st^ für K^^, wir haben 
daher auch folgende Construction des dem Kg^ von (K^) zu- 
geordneten Punktes h^: 

Ist JS"(|* ein Kegelschnitt des Büschels (K^), dessen Basis- 
punMen die Gerade G associirt ist, so hestimme man den Pol x„ 
von Q für Eg^, dann ist der zu x^ im Büschel (K^) conjtigirle 
FurM kg dem Kegelschnitte Zj,^ sugeordnet. 

Lehrsatz 3. Die dem Punkte q assoeiirte Gerade G ist 
Polare von q für den Kegelschnitt Q'^, der q zugeordnet ist. 

Sei {K^) der dorch q gehende Büschel, dann liegen alle 
/c auf G. Die Polare von Je für Q'^ ist identisch mit der 
Polare von q für K^, ist also die Tangente von K^ in q. 
Da mithin h, q für Q^ conjugirfc sind, so durchläuft Je die Po- 
lare von q für Q'^. 

Folgenmg. Geht der Netzkegelschnitt A^ durch den 
zugeordneten Punkt a, so berührt A^ die a assoeiirte Ge- 
rade A; und umgekehrt, geht die a assoeiirte Gerade Ä durch 
a, so berührt der a zugeordnete Kegelschnitt A^ die A in a. 

Lehrsatz 4. Auf jeder Geraden G liegen d/rei PmtJcfe 
a, h, c, durch welche die ihnen mgeord/neten Kegelschnitte 
A^, B^, 0^ gehen. Von diesen Pmkten ist stets einer reell, die 
swei anderen Je'örmen conjmtgirt imaginär sein. Schneiden 
A^, S^, C^ die G in ad, IV, cc, so sind [ala'c'], \hah'c\ und 
[each] JiarmoniscJte Quadrupel. 

Durch das G assoeiirte Quadrupel gehen die Kegel- 
schnitte K^ des Büschels {K^), welche G in der Involution 
[G] schneiden, die projektivisch ist zu dem geraden Ge- 
bilde \G\, das Je auf G beschreibt. Den Punkten Jc^,, Je mögen 
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die Paare tn^m^' resp. mm' entsprechen, die Schnittpunkte 
von K^, K^ mit G sind. Zufolge Lehrsatz 2 wird der Punkt x, 
welcher mm' von \ harmonisch trennt, auch m^m,^' von Ic 
harmonisch trennen. 

Wir denken uns nun {(?) und |(?| aua einem Punkte i'ig- 
des Kegelschnittes S£ auf diesen projicirfc und behalten die- 
selbe Bezeichnung der Punkte bei. Ist dann ([(, der Pol von 
m^m,, und /i der von mm' für S, so schneiden einander ^^Ic 
und ja/;:,, auf St in dem Punkte x. Da jt die Polare J der 




Involution aufÄ heschreiht, während \ und ftp fest bleiben, 
so besehreibt h ein zur Involution projektivischea Gebilde 
auf SS, das mit der Involution drei Doppelpunkte gemein- 
aehaffclieh hat, die auf G projieirt die Punkte a,h,c gehen. 

Ist 1 der Pol von ^ und 3 der Pol von W für ^, so t 
muss 16 sieh mit 2a in einem Punkte x von ^ schneiden, 
dann ist X der dritte Doppelpunkt c. Denn schneidet die Tan- 
gente von ^ in a; die Gerade ab in 3, so liegen 1, 2, 3 auf einer 
Geraden J, denn das Dreieck ahx ist S eingeschrieben und 
1, 2, 3 sind die Schnittpunkte der Tangenten von S in a, h, x 
mit den gegenüberliegenden Seiten, (Anmerkung zum Paacal- 
schen Satze, Seite 53.) Es ist mithin J= 123 die Polare 
der Involution, die ua', bh' bestimmen. Ist x' der zu x in der 
Involution conjugirte Punkt, so ist 3 Pol von xx' für ß. Da 
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sieh nun 3a und la^ in 5 schneiden, so entspricht x dem 
Paare xx', oder x iat der dritte Doppelpunkt c. 

Die Figur zeigt nun sogleich, dass [aba'c], [bab'c] und 
[chc'ä] harmonische Quadrupel sind. 




Anmerkung. Man beweist an obiger Figm- leicht, dass 
wenn ad, bb', cc eine solche Lage haben, dasa [tuöa'c], [bcb'a], 
[cac'b] harmonische Quadrupel sind, aa', bb\ cc drei Paare 
emer Involution werden. 

Auf den Geraden A, welche durch einen ihnen aegociii-tea 
Punkt a gehen, liegt nur noch ein Punkt ö, durch den sein 
zugeordneter Kegelschnitt JJ^ geht. Da der Büachel (^^) 
durch a geht, ao sehneidet er A nur in eiuer Punktreihe, die 
zu der von Ä durchlaufenen projektiviseh ist. Ein Deckpunlit 
beider iat a, indem Ä^ die A va. a berührt.. Es tritt mithin 
noch ein zweiter 6 auf. 

lehrsatz 5. Die conischen Polaren Ä^ der IPunMe a 
ein^ Civrve dritter Ordnung G^ liegen in einem KegeUchnitt- 
netse. Jedem Fmikte von C^ ist seine wnische Polrwe mgeoränet. 

Wir zeigen vorerst, daas die drei Polaren A^, B^, C^ 
der drei Schnittpunkte a, b, c einer willkürlichen Geraden G 
mit C in einem Büschel liegen. Schneiden die drei Polaren 
G in aa', bb', cc', so stellen (Lehrsatz 6, Seite 186) [aba'c], 
[bcb'a] und [cac'b] harmonische Quadrupel vor, also sind 
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der obigen Anmerkung zufolge aa' , hb', cc' drei Paare einer 
Jnvolution [G], die vom Büsehel (Ä^B^) etwa auf G aus- 
gesehüitten wird. Daher geht die Curve C/ des Büschels 
{A^B^), welche c enthält, auch durch e'. 

Sind Ä, B, C die Tangenten von C* in a, h, c, also auch r 
Tangenten von Ä^, B^, C^ in diesen Pimkten, so geht zu Folge 
der Beziehung von Ä^ zu C" die Tangente von Ä^ in a' 
durch den Schnittpunkt a^ von B, C. Ebenso ist auch, wenn 
A, B sich in q und A, C in h^ schneiden, CjC' Tangente von 
ü^ und ij^b' Tangente von B^. Der Schnittpunkt u von A 



mit a^a' ist also Po! von G für A^, der Schnittpunkt v von 
6j6' mit B der Pol von G für B^ und der Schnittpunkt w 
von Cj^c' mit (7 der Pol von G für C^ Da nun [ösCjmSJ und 
[ftci^a,] harmonische Quadrupel sind, so geht uv durch c 
(Folgerung 2 zu Lehrsata 1, Seite 5). Ebenso geht vw durch 
a und wu durch b. Die Gerade cv ist Polare von a für £^, 
weil c von a durch b, b' harmonisch getrennt und v der Pol 
von G für B^ ist; da sie durch w geht, so sind a, u conjugirt 
im Büschel (A^B^) und ebenso sind &, v im Büschel (A^B^) 
conjugirt^ Es ist femer bu Polare von c für Ä^ und av 
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Polare von c für B^, also ist der Schnittpujit.t to beKli"! Po 
laren coiijugirt zu c im Büschel (Ä^B^), mitliiu sind w, c ducli 
eoüjugirt für Cj\ Die Polare von a für C/ mus% durch m 
geben, und da b von a durch c, c' harmonisch getiennt ist, 
ist iii diese Polare d.h. a,w sind für C,^ auch conjugirt, 
oder ac = G ist Polare von w für C/, ebenso wie für C. 

Um nun die Identität von C^ und C,^ zu erweiseu, be- 
merken wir vorerst Folgendes. Wir sahen, dass cv Polare 
von a für B^ ist; da ferner ew = cv Polare von h für Ä^ ist, 
so erhaJten wir den Satz: 

Sind a, h irgend sim Ptinkfe von C^ und A?, B^ ihre co- 
nischcn Polaren, so ist die Polare von a für B^ identisch mit 
der Polare von b für A^. 

Sei nun 2 irgend ein Punkt von C^, und 2^ seine conische 
Polare, so werden die Polaren von g für Ä^, B^, C^ dieselben 
sein, wie die Polaren von a, b, c für Z\ d. h. sie gehen alle 
drei dnrch den Pol t von G für Z^, der zu s im Büschel 
(A^B^) conjugirt ist. Es sind mithin s, t eonjugirfc für G,^, 
aber auch für 6'^, also sind C^ und Cj" identisch. (Vgl. die 
1. Aufgabe Seite 143.) 

Wir machen nun den Büschel (A^B^C^ . . .) 7\ l^^bo ...\, 
wodurch jedem Punkte k von G ein bestimmter Kegelschnitt 
K^ des Büschels entsprechen wird. Die Polaren von ^ für 
die Kegelschnitte K^ beschreiben den Büschel (t) und die 
Polaren von k für Z^ beschreiben einen zum ersteren cou- 
eeutrischen projektivischen Büschel. Da beide conlocalen 
Büschel aber drei Strahlen gemeinschaftlich haben, die Polaren 
von für A^,B^,C^, so sind sie identisch, d. h. die Polare 
von s für jeden K^ ist auch Polare von k für Z^. 

Sei nun X^ die Polare eines beliebigen Punktes x von C^, so 
beweisen wir, dass X^ in dem durch A^, B^, Z^ bestimmten Netze 
enthalten ist. Zu diesem Zwecke zeigen wir vorerst, dass G 
in dem durch A^, B^, Z^ bestimmten Kegelsehnittnetze dem 
Basis quadrupel von {^B^) associirt ist, und dass die Punkte k 
den Kegelschnitten K^ zugeordnet sind. Denn ist s, s', s" das 
dem Büschel (A^B^) conjugirte Poldreieck, so ist s der Schnitt- 
punkt eines im Büschel enthaltenen Geradenpaares 'BS, wel- 
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ehern der Punkt ä von G entspreclien möge. Da die Polaren 
von § für A^, B*, Z^ identisch sind mit den Polaren von 
a, b, z für ©S, diese aber dtircli s gehen (VI, § 1, Lehrsatz 3, 
Seits 131), so ist s zu § im Netze conjugirt. Da, dasselbe 
von §', S" gilt, welche Punkte den in s' rcsp. s" sieh schnei- 
denden Geradenpaaren des Büschels {A^B'^) entspreclien, so 
ist G die, dem zu ss's" gehörenden Quadrupel, aasoeiirte Ge- 
rade, Jedem Punkte Ä ist dann der Kegelschnitt K^ zuge- 
ordnet, da den Punkten a,b,c die Kegelschnitte A},B'^,C^ 
zugeordnet sind, nachdem der Pol u von G für ^1^ au a im 
Büschel {A?B'^) conjugirt ist (Anmerkung auf Seite 202). s 
ist der zugeordnete Punkt von Z'^ (Lehrsatz 2). 

Sind X,, Xa, Zg die Polaren von x für A^, B\ Z^, so 
sind diese Geraden auch Polaren von a, h, s für die conische 
Polare X^ des Punktes x von G^. Um nun den dem Punkte x 
zugeordneten Netzkegelschnitt Xj^ zu bestimmen, kann man 
nsich Lehreatz 2 die Polaren Xj, X^, X^ von x für A^, B^, Z^ 
als Polaren für den X^^ den Punkten a,h, s zuweisen. Da 
nun Xi, X^, X3 nicht durch einen Punkt gehen, so muss X^ 
mit X'^ identisch sein. Hiermit ist der Lehrsatz 4 vollständig 
bewiesen. 

Definition. Jeder Kegelschnitt des Netses, das die coni- 
sdien Bolaren der Punkte einer (hrve dritter Ordnung C^ ent- 
hält, heisst conische Polare des ihm sngeordneten PunJdes wid 
dieser der Pol des ihm mgeordneten Kegelschnittes. 

Die Polare des Punhtes p in Besag auf seine conische Po- 
lare P^ heisst gerade Polare von p für tP, p selbst, ein F asso- 
ciirter Punkt, heisst Pol von P für C^. 

Mit Rücksicht auf das Vorangehende ergehen sich nun 
folgende Sätze: 

Ist q ein Punkt der geraden Polare P von p, so geht die 
conische Polare Q'^ von g dwch p (Lehrsatz 3), 

Die conischen Polaren der Punkte einer Geraden G bilden 
einen Büsdiel, dessen Basisquadrupel die Pole der Geraden G 
für C^ sind (Folgerung 2 zu Lehrsatz 2). 

Die conischen Polaren der Punkte einer Tangente A von 
C gehen durch den Berührungspunkt a derselben. Daher 
geht die conische Polare des Punktes p durch die Bcrührungs- 
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